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INTRODUCCIO.

El meu interés per a un treball de recerca sobre quadratures
en el segle XVII va sorgir en cursar l'assignatura "El1 métode
dels indivisibles al segle XVII" amb el Dr. Antoni Malet. En
aquell curs vaig estudiar algunes obres de diferents autors i
vaig fer-ne alguns resums.' Veure com uns autors buscaven les
drees utilitzant indivisibles i d'altres infinitesimals, era

apassionant.? Quan 1li vaig proposar al Dr. Malet de fer un

! Citaré algunes de les estudiades:

B. CAVALIERI, Geometria degli indivisibili di
Bonaventura Cavalieri, trad. L. Lombardo-Radice, 1966,
K. ANDERSEN, "Cavalieri's Method of Indivisibles",
" AHES, 31, 1984/85, ENRICO GIUSTI: Bonaventura
Cavalieri and the Theory of Indivisibles, Edizioni
Cremonese, Bolonya, 1980, E. WALKER, A study of the
Traité des Indivisibles of....Roberval, New York,
Columbia Univ.,1932, M. S. MAHONEY, "Another Look at
Greek Geometrical Analysis", AHES, 5, 1968, F. VIETE,
The Analytic art (T R Witmer tr), Kent State
University Press, Kent, Ohio, 1983, A. MALET, "Studies
on James Gregorie (1638-1675)", Ph. D. Diss.,
Princeton University, 1989, I. BARROW, The Usefulness
of Mathematical Learning..., London, 1734, repr.
London, 1970.

2 El fet de treballar amb .figures -i segments com
magnituds va provocar que els pensadors i fildsofs es
- preguntessin per la naturalesa ontoldgica dels
' segments rectilinis. Dues possibilitats es feren
aleshores patents: les magnituds s6n infinitament
divisibles; les magnituds sén atomiques.
Matematicament la primera opcidé es traduiria amb que
una figura es pot descompondre . indefinidament en
figures cada cop més petites i les rectes en segments
rectilinis cada cop més petits. Es el que s'anomenara
com infinitesimals.
Matematicament 1l'opcidé atomista es traduiria en gque



treball de recerca sobre aquest tema, em va suggerir que estudiés
Pietro Mengoli (1625;1686), deixeble de Cavalieri (1598-1647),
ja que era un autor poc estudiat.? E1 treball de recerca que
aqui es presenta és 1l'estudi de tres Elementa de 1'obra
Geometriae speciosae elementa® (Bolonya 1659) de Pietro Mengoli
- primer pas del que voldria ser posteriorment un estudi més
general.

L'autor expressa l'objectiu del seu llibre al comengament,
en la primera carta, dedicada a D. Fernando Riario.® Diu
Mengoli:

"Ambdues geometries, l'antiga d'Arquimedes i la nova dels

una figura plana es pot descompondre en linies i les

linies en punts. Es el que s'anomenarda com
indivisibles.
3 Realment els estudis sobre 1'obra matematica de

Mengoli s6n pocs 1 només donen els resultats molt
simplificats, en notacidé actual, sense analitzar el
procés ni el penspment de l'autor. G. VACCA, "Sulle
scoperte di Pietro Mengoli", Atti dell'Accademia
nazionale dei Lincei-Rendiconti, XXIV, 1915, 5, pp.
508-13, 617-20. A. AGOSTINI, "La teoria dei limiti in
_P. Mengoli, Periodico di Matematiche, ser. 4, 5,
1925, pp. 18-30; "Il concetto di integrale definito in
P. Mengoli", Ibid, pp. 137-146 U. CASSINA, "Storia del
concetto 4di limite", Ibid, ser. 4, 1936, pp. 89-101.

4 ~Per aquest treball he utilitzat una co6pia microfilmada
de la Bodleian Library d'Oxford de l'obra: Geometriae
speciosae elementa. (Bolonya 1659). Ho podriem traduir

. per "Elements de geometria d'espécie". Com el titol

- 5 suggereix, el llibre -consta d'elements (capitols),.
tracta de geometria i, a més a més, no treballa amb

nombres sind amb 1lletres que simbolitzen nombres .
‘(espécies).

3 Al principi del 1llibre i al comengament de cada
Elementum s'inclouen cartes dedicades . Aquestes
cartes estan dirigides a personatges importants del
mén cientific i cultural de 1l'época que tenien o
havien tingut algun tipus de relacid amb Mengoli.



indivisibles de Bonaventura Cavalieri (preceptor meu), aixi
com també 1l'algebra de Vieta, han estat tractades amb
bastant encert per persones cultes; d'elles, ni confusament
ni com si fos una barreja, sind per una perfecta conjuncié,
en resulta una de nova, 1l'especie prdopia del nostre
treball, que no podra desagradar a ninga." ¢

Com veiem, Mengoli vol deixar clar l'objectiu de la seva
obra des de les primeres linies. Es tracta de trobar un altre
métode per calcular quadratures diferent dels utilitzats per
Arquimedes i per Cavalieri, i que, a més, es basi en 1'Algebra
Speciosa de Vieta, al qual cita constantment.

Com veurem, agquest métode estda basat en una nova teoria de
"quasi proporcions", rigorosament elaborada, que el autor
utilitza per calcular quadratures i també per definir els
logaritmes.’” Mengoli estableix aquesta teoria de quasi
proporcions a partir de la teoria de proporcions del 1llibre
cinqué dels Elements d'Euclides i d'unes nocions originals: rad
"quasi nul.ia", "quasi infinita" i "quasi un nombre".

Aquest treball pretén fer una analisi exhaustiva de
l'elaboracié d'aquesta teoria, tant pel que fa al seu contingut

concret com a les idees en les quals es fonamenta. El treball vol

6 "Ipsae 'satis amabiles litterarum cultoribus visae
.sunt, utraque Geometria, Archimedis antiqua, -&
Indivisibilium nova Bonaventura Cavallerij

Praeceptoris mei, necnor & Viettae Algebra: quarum,
non ex confusione, aut mixtione, sed coniunctis
perfectionibus, nova quaedam, & propria laboris nostri
species, nemini poterit displicere. "Geometriae
speciosae elementa (Bolonya, 1659), Element primer,
pp. 2-3. Totes les traduccions d'aquest treball sén de
l'autora i intenten respectar el pensament de Mengoli.

7 Agostini 1 Cassina la tracten com una teoria del
limit.



analitzar en profunditat els aspectes técnics i matematics, ja

que aixd ens permetrd de reflexionar sobre els conceptes que feia

servir Mengoli en aplicar aquesta teoria, com ara el d'infinit,
el d'infinitésim i el d'indivisible.

Una de les di?icultats més grans amb qué m'he trobat en fer
el treball, deixant de banda que l'obra esta escrita en llati,
ha estat les notacions i la manera enrevessada i obscura
d'escriure d'aquest autor. Demano disculpes al lector perqué és
molt dificil simplificar tota la reconstruccidé de la teoria aqui
descrita. He procurat alleugerir-la tot el que he pogut, ja que
és una mica embrollosa, perd he intentat ser fidel a la notaciéd
i al pensament de l'autor.

L'estructura del treball és la segilient: en 1'apartat primer
es fa una breu biografia de Mengoli i s'expliquen les
caracteristiques generals de 1'obra Geometriae speciosae elementa
(Bolonya 1659); en l'apartat segon s'expliquen els fonaments de
la teoria de quasi proporcions de Mengoli, exposada a l'ElementumE
tertium d‘aquesta obra; en l'apartat tercer es donen les nocions
i conceptes necessaris per poder entendré la-teoria de quasi
proporcions; en 1l'apartat quart s'explica aduesta teoria i es
demostren els teoremes més importants, finalment, en 1l'apartat

cinqgué es fan algunes reflexions sobre Mengoli i el seu métode.



1.-LA VIDA I OBRA DE PIETRO MENGOLI. (1626-1686).

1.1.- Breu biografia de Pietro Mengoli (1626-1686).°

El nom de Mengoli apareix en el registre de la Universitat
de Bolonya del periode 1648-1686. Va estudiar amb Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), al qual va succeir en la seva catedra. El
curs 1648-49 va ser titular de Ad aritmeticam i el 1650-51 passa
a ocupar la placa que ja tenia Cavalieri de Ad Mechanicas, i el
1678 obtingué Ad Mathematicam de la qual se'n va ocupar fins la
seva mort.’ Es va graduar en filosofia el 1650 i 3 anys més tard
en lleis candniques i civils.

En aquesta primera época va escriure dues obres
matematiques: Novae quadraturae arithmeticae seu De Additione
Fractionum, (Bolonya, 1650) i Geometriae speciosae elementa,
(Bolonya, 1659).

El 1660 va ser ordenat sacerdot i fins la seva mort va
ser prior de l'església de Santa Maria Magdalena de Bolonya. Del
1660 al 1670 no va publicar res, perd a partir de 1670 amb la
Refrattioni e parallase solafe (Bblonya, 1670) i la Speculationi

di Musica (Bolonya, 1670) va recomengar les publicacions. El1 1672

8 Per les dades de la biografia he utilitzat el
Dictionary of Scientific Biography (ed. C. C.
Gillispie), New York, vol.- 9, 1971, pp. 303-4 i

. 1l'Introduzione- de M. Cavazza a La Corrispondenza, -
Editorial Leo S. Olschki, Floréncia, 1986, pp. 1-22,

? El programa de Ad Mechanicas durava solament uns

- quants anys 1 es tractaven els temes de més
actualitat. Aixi els titols eren: Legant librum
aequaepoderis Archimedis, Legant mechanicas marchionis
Guidubaldi a Monte, Legant de centro gravitatis. El
programa de Ad Mathematicam era sempre el mateix:
EUCLIDE, la teoria dei planeti, 1'astronomia di
TOLOMEO. Veure Agostini: "L'opera matematica di Pietro
Mengoli", Arch. Int. Hist. Sci., 1950, pag. 817-8.

. .T;’ . - LT . .- . - R N N . T - _‘ . - 6



va publicar el Circolo (Bolonya, 1672).: Ja en les pagines
inicials, Mengoli explicava que aquest resultat, la quadratura
del cercle, l'havia trobat el 1660 sense donar-lo a coneixer.
Ara es decidia a publicar-lo tot explicant aixi els motius:
"M'he acostumat a menysprear fins i tot les meves prodpies
argumentacions Geométriques, 1 a tenir-les en compte
tnicament en la mida en qué em serveixin per explicar les
coses naturals. Per aixd que mentre estic escrivint les
regles de Solsticis i dels Equinocqis (que he trobat i
comunicat per escrit a alguns), havent concebut alguna
esperanga de reduir, mitjangant aquest Problema de la
Quadratura del Cercle, la Teoria del Sol, i potser també
tot el sistema, a UGnicament tants principis com els que es
llegeixen en el primer capitol del Génesis, he jutjat

convenient treure de les tenebres les meves invencions i

comunicar-les."?!°

Sembla que Mengoli ha canviat radicalment de direccid en el
seu pensament i solament vol donar a conéixer les matematiques
que 1li servéixiﬂ per explicar fendmens naturals. En la
introduccidé de La Corrispondenza, Marta Cavazza explica que
probablement aixd fou degut al seu nomenament com a prior de
Santa Madalena, i potser també als aconteixements polémics entre
l'església. i Galileu. éémb}a que la nova idea de Mengoli és no

fer més recerca de matemdtica pura sindé fer-la de matematica

"mixta": astronomia, cronologia, misica. A més, tota estaria
1o P. Mengoli: Circolo (Bolonya 1672), exemplar
microfilmat de la Bodleian Library d'Oxford, primera

pagina. .

1 Ibid, pp. 5-6-7.



emmarcada dins un precis projecte apologétic de la fe catdlica
que a la vegada serviria com a pregona justificacid dels escrits
biblics. Mengoli va seguir escrivint en aquesta linia i va
publicar 1'Anno (Bolonya, 1675) sobre cosmologia i cronologia
biblica. A la Protesta dell'Autore impressa a l'Anno diu:
"Escric amb tots els mitjans de qué disposo per
conservar i aconseguir el crédit en la Santa Fe
Romana, que jo professo 1 predico, d'aquells que

busquen la veritat uUnicament a través de raonaments

humans. "!?

Més tard publica 1'Arithmetica Rationalis (Bolonya,
1674) i 1'Arithmetica Realis (Bolonya, 1675) sobre 1ldégica i
metafisica en la mateixa linia.

=4 Durant quasi dos segles el nom de Mengoli va romandre
ignorat. Els motius no acaben de quedar clars. Es possible que
la seva manera d'escriure confosa i enrevessada, i la seva
notacié, fessin dificil la lectura de les seves obres. Aixi en
una carta de Collins a Gregory es comenta que Barrow en llégir
Vles -obres de Mengoli va dir que era més dur que 1'arab.
Tahmateix, en aquestes cartes és palés que les obres de Mengoli

eren esperades a Europa.'’ Les seves obres eren molt apreciades

pels matematics europeus mentre encara vivia, pero sembla que va

12 P. Mengoli, La Corrispondenza, Marta Cavazza ed,
1986, Pp. 7-8.

13 En la pag. n2 49, carta n?2 1 de Collins a Gregory,
JAMES GREGORY TERCENTENARY MEMORIAL VOLUME, Herbert
Westren Turnbull, G. Bell & Sons Ltd, London, 1939.

- - N _,;>':->' _,.‘- - -.-;_ - - - 8



morir aillat i ignorat.'*

Al comencament d'aquest segle, 1l'estudi de les seves
primeres obres matematiques va fer que Mengoli fos valorat dins
la historia de la matematica. Aixi G. Enestrom (1912) i G. Vacca
(1915) han mostrat que Mengoli va ser el primer en calcular a la
Novae quadraturae arithmeticae (1650) séries infinites altres que
les séries geométriques, en enunciar el concepte general de
convergéncia i divergéncia, i en demostrar que la série harmdnica
és divergent, resultat aquest Ultim tornat a demostrar en el 1689
per J. Bernoulli, al qual ha estat sempre atribuit el mérit de
la prioritat.!® A. Agostini (1925), seguit de U. Cassina (1936
i 1960), ha fet després l'estudi de la Geometriae speciosae
elementa (1659), que ha permés de restablir la importancia de
Mengoli a la histdoria del concepte de limit i de la integral
definida.'® Aquests treballs han fet que Mengoli actualment
gaudeixi d'un lloc important. Carl B. Boyer, per exemple, dedica
un apartat a Mengoli dins la seva Historia de la matematica;

també Gino Loria, en la seva Storia delle matematiche, parla de

14 Referéncia cartes. JAMES GREGORY TERCENTENARY MEMORIAL
VOLUME, Herbert Westren Turnbull, G. Bell & Sons Ltd,
London, 1939, pp. 179-186-203-231-232-236.

15 .G. VACCA: "Sulle scoperte di Pietro Mengoli", Atti
dell'Accademia Nazionale dei Licei-Rendiconti, vol.
XX1iv, 5, 1915, pp. 508-13, 617-20. _

16 A. AGOSTINI, "La teoria dei limiti in P. Mengoli,
Periodico di Matematiche, ser. 4, 5, 1925, pp. 18-30;
"Il concetto di integrale definito in P. Mengoli",
Ibid, pp. 137-146 U. CASSINA, "Storia del concetto di
limite", Ibid, ser. 4, 1936, pp. 89-101.



l'originalitat de la seva obra.!

Recentment s'han publicat alguns treballs molt interessants
sobre les obres dels seus Ultims anys, periode més fosc pels seus
contemporanis. Aixi L. Pepe, limitant la seva interpretacié a
1'Elemento primi de l1'Arithmetica rationalis (1674) i advertint
que 1la intenciéfﬁengoli era completar la ldégica d'Aristotil i
posar les bases d'un sistema metafisic propi, 1'ha vist "quasi
com una teoria dels conjunts ante litteram traduible literalment
al 1llenguatge matematic modern".!® Una altra tentativa
interessant per descodificar la fosca terminologia mengoliana en
clau tedrica moderna es deu a M. Matteuzzi, que considera la
Arithmetica rationalis una obra clarament inspirada en "un
programa de matematitzacié de la 1ldgica" i precursora de
1'adlgebra de la logica de Boole, mentre a la Arithmetica realis
i precisament en l'Apex primus de la part editada, veu "la
construccié d'una 1logica proposicional model, que no té
precedents, per la perspectiva en la qual es col.loca i per 1la
completitud del tractat, a 1l'antiguitat i a la tradicié
medieval".?® No vull deixar de citar estudis més recents com els
de G. Baroncini, "L'"Arithmetica Realis" di Pietro Mengoli", en

1'apéndix del llibre: La corrispondenza, i també d'aquesta autora

17 CARL B. BOYER, Historia de la matemdtica, Madrid,

- Alianza Universidad, 1968, -pag.. 467, i GINQ LORIA,

Storia delle matematiche, Hoepli, Milano, 1946, pp.
525-526.

18 LUIGI PEPE, "L'elemento primo dell' "Aritmetica
razionale" di Pietro Mengoli.",en Bolletino U. M.
I.,(5), 16-A, 1979, pp. 201-209.

19 M. MATTEUZZI, "L'Arithmetica realis e la confusa
genialitd di Pietro Mengoli", Studi e Memorie per la

_ Storia dell'Universita di Bologna, Bolonya, 1983, pp.
393-408.

- : T - .V.' » - . = 10 -



"Introduzione ad una teologia matematica del tardo Seicento:

° En aquest

1'Arithmetica Realis (1675) di Pietro Mengoli".?
treball Baroncini "descriu les evolucions i transformacions dels
plantejaments doctrinals que conflueixen en el génere "teologia
matematica", segons l'articulacid feta en el text mengolia". Els
temes tractats en 1l'article sé6n: teologia matemdtica, pitagorisme
hermé&tic, cabalistic, 1lul.lisme, dionigisme, etc. També es
refereix a personatges relacionats amb aquestes tematiques:
Giordano Bruno, Mersenne, Kepler, Fludd, Galileu, etc. Fa un
parell d'anys també ha aparegut un treball molt interessant de

1

Paolo Gozza sobre l'Especulationi di musica (1670).%? Gozza hi

explica l'original teoria del so de Mengoli i de quina manera
refusava la teoria de la consonancia de Galileu. També hi descriu
com Mengoli, en la seva obra, justifica fisioldgicament

l'existéncia de dos timpans a l'orella humana.

20 G. BARONCINI, "L'"Arithmetica Realis" di Pietro
Mengoli", en l'apéndix del llibre: La corrispondenza,
pp- 155-188 i "Introduzione ad una teologia matematica
del tardo Seicento: l'Arithmetica Realis (1675) di
Pietro Mengoli, en Studi e Memorie per la Storia
dell'Universita di Bologna, Bolonya, 1983, pp.315-392.

2 PAOLO = GOZZA: "Atomi  ,"spiritus", suoni : le
"speculationi di musica" (1670) del "galileano" Pietro
Mengoli", Nuncius, vol. 5, 1991, pp. 75-98.



1.2.- Geometriae speciosae elementa (Bolonya 1659).

L'obra Geometriae speciosae elementa (Bolonya 1659) té 472
pagines i esta composta de sis capitols, amb titol propi, gque ell
anomena Elementum, i una introduccidé que porta per titol: Lectori
Elementario. Aquesta introduccidé té 80 pagines i en elles explica
cada un dels capitols per separat. En aquesta explicacié no hi
ha demostracions ni teoremes, tanmateix hi ha exemples dels
resultats obtinguts en cada capitol. El1 contingut de cada
Elementum s'explica breument a continuacid.

PRIMUM: De potestatibus, & radice binomia, et residua. Pp. 1-109.
Déna les poténcies d'un binomi expressades amb lletres tant
pel que fa a la suma com pel que fa a la resta.
SECUNDUM: De inumerabilibus numerosis progressionibus. Pp. 20-94.
Calcula nombroses sumes de progressions no aritmétiques ni
geométriques amb una notacidé prdopia i demostra algunes
identitats.
TERTIUM: De quasi proportionibus. Pp. 95-147.
Defineix rad quasi nul.la, quasi infinita irquasi un nombre.
Amb aquestes definicions construeix una teoria de quasi
proporcions basant-se en la teoria de proporcions del 1llibre
cinqué dels Elements d'Euclides.

QUARTUM: De rationibus logarithmicis. Pp. 148-200. )
Construeix analogament al 1llibre cinqué dels Elements

d'Euclides una teoria completa de proporcions lqgaritmiques;

QUINTUM: De propriis rationum logarithmis. Pp. 201-347.

- Construeix el logaritme i les seves propietats utilitzant els

resultats dels Elementum tertium i quartum.



SEXTUM: De innumerabilibus quadraturis. Pp. 348-392.
Calcula les quadratures de corbes que corresponen a les

funcions que avuli representem

y=xP.[t-x]*P
amb la teoria de quasi proporcions explicada a 1'Elementum
tertium. A més a més, calcula baricentres de les arees d'aquestes

corbes.
En el full segient hom pot veure una fotocdpia de

l'original de la portada del 1llibre.
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2.- ELS FONAMENTS DEL CAMI INICIAT PER MENGOLI.

A final del segle XVI la geometria va quedar establerta com
una branca de les matematiques gracies a les traduccions llatines
dels treballs dels gedOmetres grecs. Va produir-se una revifalla
de recerques geométriques sobre temes arquimedians, en particular
sobre el calcul d'arees i volums de figures geométriques i
centres de gravetat. Podriem dir que durant tot el segle XVII
qualsevol matematic que volgués esser apreciat, treballava amb
problemes de quadratures i calculs de baricentres. Des de 1l'any
1600 al 1680 les eines utilitzades per aquests matematics varen
donar lloc a variades versions d'infinitesimals i indivisibles,
una mena de precalcul.

Cavalieri (1598-1647) va ser un dels primers a desenvolupar
un nou métode; en aquell moment ja hi havia dos antecedents
clars: la técnica dels antics que avui s'anomena métode
d'exhaustid (Eudox-Arquimedes) i el treball fet per Kepler (1571-
1630).%#

| Coﬁ ja hem explicat a la introduccié,'Mengbli també volia
fer quadratures i el seu métode es basava en les geometries de
Cavalieri i Arquimedes utilitzant les eines que li proporciona
1'Algebra Speciosa de Vieta. Utilitzava Mengoli el mateix métode

que Cavalieri? Semblaria natural que fos aiki,:ja que Mengoli era

22 El métode de Cavalieri estd explicat basicament en dos
dels seus 1llibres: Geometria indivisibilibus
continuorum nova quadam ratione promota,(Bologna,
1635) i Exercitationes geometricae sex,(Bologna,
1647). El1 treball de Kepler per a la recerca de
quadratures i cubicacions estd explicat en 1l'obra
Stereometria Doliorum. (Linz, 1615). Aquesta obra de
Kepler sembla que no va influir sobre el métode de
Cavalieri ni sobre Mengoli que ni 1l'anomena.
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deixeble de Cavalieri. Perd el métode del mestre va rebre moltes
critiques i Mengoli no podia deixar de ser-ne sensible. Mengoli
explicava en la carta dedicada a Dominico Cassino, en 1'Elementum
sextum de la Geometriae, que feia onze anys que havia trobat
innombrables quadratures de figures planes.? Després de fer-ne
les demostracions, que sén similars a les de Cavalieri,
justificava aixi el no haver-les donat a conéixer fins
aleshores:?
"Mentrestant vaig deixar de banda aquest afegit que havia
fet a la Geometria dels indivisibles, tenint por de
l'autoritat d'aquells que jutgen falsa la hipdtesi que 1la
infinitat de totes les rectes d'una figura plana sigui una
figura plana; ho vaig deixar no perqué jo fos d'aquesta
opinid, sind que la vaig esquivar perqué la trobava dubtosa
i vaig intentar, si m'era possible, d'establir fonaments
nous i segurs al mateix métode dels indivisibles o a uns

altres métodes nous que fossin equivalents."?®

23 Giandomenico Cassini (1625-1712) va ser professor
d'astronomia a l'estudi de Bolonya del 1650 fins el
1669 quan es va traslladar a Paris. Més referéncies
sobre aquest matematic a Pietro Mengoli: La
corrispondenza, Gabrielle Baroncini i Marta Cavazza
eds, Editorial Leo S. Olschki, Floréncia, 1986, pp.
37-38.

2 Les- definicions- i els teoremes més -importants del

concetto d'integrale definito in Pigtro Mengoli" |,
"Rileggendo la "Geometria speciosa" di° Pietro
Mengoli", Periodico di Matematiche, ser. 4, vol. 5,
1925, pp. 137-46, ser. 4, vol. 20, 1940, pp. 313-327.

2 "Ipsam interim accessionem, quam__ Geometriae
Indivisibilium feceram, praeterivi: veritus eorum
authoritatem, qui falsum putant suppositum, omnes
rectas figurae planae infinitas, ipsam esse figuram
planam: non quasi hanc sequens partem; sed illam quasi

. T T T 16

Elementum sextum estan demostrats a A. AGOSTINI, "Il.



Com veiem, Mengoli reconeixia que els fonaments del métode
dels indivisibles de Cavalieri no eren prou segurs, i tot volent
fonamentar sdlidament aquest métode emprengué un altre cami, el
de les séries infinites.?®

De fet, després de 1650 els métodes analitics van rebre més
atencid® i van sustituir els métodes geométrics basats en els
escrits dels antics. Les causes en foren d'una banda 1'acceptacid
dels métodes algebraics en el camp de la geometria i, d'altra,
un interés molt wviu pel treball numéric: interpolacid,
aproximacié, etc. Molts matematics d'aquella época van intentar
aquest cami. Entre ells podriem citar Fermat (1601-1665),
Roberval (1602-1675), Pascal (1623-1662) i Wallis (1616-1703).%

Intentaven basicament calcular el limit:

quan n tendeix a infinit.

Aquest limit permetia quadrar les paraboles

non prorsus indubiam devitans: tentandi animo, si
possem demum eamdem indivisibilium methodum, aut aliam
equivalentem novis, & indubijs prorsus constituere
fundamentis." Element sisé de Geometriae Speciosae
Elementa, Bolonya, 1659, pag. 364.

26 Mengoli ja havia publicat una obra Novae Quadraturae
Arithmeticae (Bolonya 1650) en la que treballava amb
séries infinites, sumant-les i -donant les seves
propietats. A. Agostini, "La serie sommate da Pietro

~ Mengoli", Bollettino della Unione Matematiche

- Italiana, ser. 2, vol. 3, 1941, pp. 231-51l.

27 E. Walker diu sobre Roberval:
"Roberval mereix tot el crédit d'haver sigut un dels
primers en utilitzar les sumes de poténcies de séries
com una base per calcular amb infinitesimals." E.
WALKER: A Study of the Traité des Indivisibles
of...Roberval, New York, Columbia Univ. Press, 1986,
pag. 44.
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sent k¥ qualsevol sencer positiu.

Roberval, en el seu Traité des indivisibles (1634, publicat

a 1693), deia que la suma de la série dels primers x nombres

naturals era igual a l'expressid

_]:x2+_.:.L.x,
2 2

i que 1'Gltim terme es podia menysprear quan x é&s molt gran.?®

Pel que fa a la suma dels quadrats dels primers nombres

naturals,

Roberval deia que valia

ix3+.lxz+_!‘.x,

3 2 6

i que quan x és molt gran, els dos uUltims termes es podien

ometre. I seguia amb la suma dels cubs, les quartes poténcies,

etc.? Roberval no donava cap mena de justificacié o prova

matematica d'aquestes afirmacions només comprovava que eren

certes donant valors.

Hom queda perplex de la temeritat que comporta ometre la

28

29

E. WALKER: A Study of the Traité_ des Indivisibles

-of...Roberval, New York, Columbia Univ. Press, 1986,

pp. 171-2,

Roberval (1602-1675), el 11 d'Octubre de 1636 en una
carta a Fermat (1601-1665), li explica gquan valen les
sumes de poténcies de nombres, perd com gque .no 1i
presenta proves, Fermat el critica. E. Walker, A Study
of the Traité des Indivisibles of....Roberval, New
York, Columbia Univ., 1932, pag. 43.



meitat d'un nombre infinit. Perd si s'investiga acuradament, es

veu que les quantitats omeses per Roberval sén quantitats
variables i que tot i augmentar els seus valors numérics, gquan

el nombre de sumands és molt gran, sén com zero en relacidé al
valor total de la suma. )
(//////gggggli calculava innombrables sumes de poténcies de R
nombres i de productes de poténcies utilitzant les propietats del —
triangle aritmétic. A continuacidé no feia el limit a la manera

de Roberval, omitint termes, sindé que per obtenir-lo, va elaborar

tota una teoria nova amb uns conceptes nous, les quasi

proporcions.?®* Concretament calcula que la rad

t-1

p+11Y ( 1;) .aPr.[t-a)

a=1

gpt

tendeix a 1, quan el nombre de termes es fa molt gran. Mengoli///////

generalitza per a qualsevol valor del exponent sencer positiq}
Aquest resultat 1l'obtingué en el teorema 42 de 1'Elementum
tertium del qual farem la demostracidé acuradament. -Despfés, en
1'Elementum sextum, aquesta quasi proporcid 1'aplica§a a les
figures per calcular quadratures, sent el primer terme de la
proporcidé la rad abans esmentada i el segon terme de la proporcid

la rad entre una area coneguda i l'area que volia trobar..

30 Mengoli en la carta de l'Elementum tertium, dedicada
a D. Fabio Alamandino, ja qualifica 1les quasi
proporcions com un element eométric inaudit:

"En les Quasi proporcions he establert un element
geométric fins ara inaudit per resoldre teoremes, a
més a més molt dificils, mitjangant un treball facil."
Element tercer de Geometriae Speciosae Elementa,
Bolonya, 1659, pag. 95.
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Mengoli, com deia en la carta abans citada, volia donar
a la nova teoria de les quasi proporcions uns pilars s6lids i per
aix® la fonamenta en els primers principis de la geometria grega
explicats en els Elements d'Euclides. Mengoli repeteix en totes
les cartes, i en la introduccié del seu llibre, que ha utilitzat

els Elements d'Euclides:

"i crec que no prenc res d'altres, excepte dels primers nou

Elements d'Euclides."®

També en la carta introductdria a 1'Elementum primum deia:
"No prenc res d'altres, excepte certa cosa d'Euclides, en

el cinqué i sisé, que cito al marge dels passatges on

esté w32

Si hom vol entendre les demostracions de Mengoli, ha de tenir
present en tot moment les definicions i les proposicions dels
Elements d'Euclides. Per exemple, quan en el marge d'una
demostracié escriu "11.5.", vol dir que en aquell pas ha
utilitzat la proposicié 11 del 1llibre cinqué dels Elements
d'Euclides. Hi ha teoremes en els quals la demostracidé sencera
és una explicacid; tanmateix en él ﬁarge continua fent
‘referéncies als Elements d'Euclides.

Perd on és més palés que la seva teoria esta fonamentada
_en els Elements és en les demostracions de les propietats de les
~.quasi raons. Mengoli volia comprovar que les p{gpi%tats de les

proporcions del llibre cinqué dels Elements d'guclides també es

3 "ideoque nihil alienum sumpsi, praeterquam ex
prioribus novem Elementis Euclidis." Ibid,
introduccid, pag. 9.

32 "Nihil alienum sumo; prater quadam, ex Euclide, in
quinto, & sexto: qua suis locis allego, in margine."
Ibid, Element primer, pag. 2.
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verifiquen per a les quasi raons. Per aixd, primer comprovava
totes les propietats de les proporcions quan, en comptes del
signe igual, hi havia una desigualtat i, a continuacid, també
verificava totes aquestes propietats quan les proporcions
passaven a ser quasi proporcions.

Aixi la seva nova teoria, que solament era una eina per

calcular el limit i la quadratura associada, quedava solidament

fonamentada.



3.- NOCIONS I CONCEPTES BASICS.?*

3.1.- Notacions de Mengoli.

Un dels problemes per poder entendre 1'obra de Mengoli és la
notacié emprada, que és original i es va complicant al llarg del
llibre.?** Cal recordar que en aquella época no hi havia criteris
unificats pel que fa a les diferents alternatives simbdliques.3®

En l1'Elementum primum fixa les notacions en tres sentits:
representa els simbols amb els quals operara, explica les lletres
i els noms de les expressions que utilitzard i situa aquestes
expressions algebraiques en unes taules triangulars.

Abans del primer teorema i després de les definicions, en
una pégina‘apart i sota el titol Explicationes quarundam notarum,
Mengoli explica les notacions basiques que utilitzara al llarg
del llibre.?® Per exemple, de la suma diu:

"L'addicié sera representada amb el simbol creu; aixi la

3 Totes les taules, notacions i resultats aqui
exposades, es necessiten per entendre la teoria de
quasi proporcions de l'Elementum Tertium.

34 G. Vacca en el seu article , "Sulle scoperte di Pietro
Mengoli", Atti dell'Accademia Nazionale dei Lincei-
Rendiconti, XXIVv, 5, 1915, pp. 617-20, va resaltar i
explicar l'originalitat de la notacidé de Mengoli.

33 . Més referéncies sobre aquest tema .a A.. MALET i J. .
PARADIS, Els origens i 1'ensenyament de 1'algebra
.simbolica, Edicions de la Universitat de Barcelona,
Barcelona, 1984. ‘ : ’

36 Tots els : elements tenen una estructura similar.
Després de 1la carta dedicada fa unes definicions
numerades i després teoremes numerats que en alguns
casos en diu proposicions i en altres problemes. En
l'element primer fa una excepcidé i déna un full amb
explicacidé de les notacions.



suma d'a i r es representara a+r."?’

A continuacié explica que la subtraccidé sera representada
amb una linia,3® la igualtat amb dos punts, la rad amb punt i
coma®® i la igualtat entre raons utilitzant els punts i1 comes
com a signes de rad i els dos punts com a signe igual entre

raons.* Per exemple, escriu

per representar
a:r=a’:ar

La composicié de dues raons la representa amb una coma i

1

després una creu;*‘' per exemple, escriu

u; a2, +u ; r3 : u ; azr3

per representar

37 Geometriae speciosae elementa. Pag. 8 de l'Elementum
primum.
38 Els signes + i - sembla que eren els dnics acceptats

unanimament i havien sigut introduits per 1l'escola
alemanya el segle anterior. Mengoli wutilitza els
mateixos simbols que Vieta per la suma i la
subtraccié. FRANCOIS VIETE: Opera Mathematica per
Francisci A. Schooten, Georg Olms Verlag Hildesheim,
New York, 1970, "Isagoge in Artem Analyticam", pag. 5.

39 Més endavant, en 1'element cinqué distingeix la rad de
la fraccié entre dos nombres i escriu el denominador
entre paréntesi. Introduccié de 1'element cinque,
Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 66.

40 Com fa notar Cajori aquesta va ser una notacid
esporadica, A History of Mathematical Notations, vol.
1, Open Court, Chicago, 1928, pag. 289. B

41 Aquesta representacié de la unitat per la lletra u
s'explica a les pagines segilients.
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[1:a2).[1:r3)=1:[a?.r3]

Representa la poténcia d'una radé amb la paraula triplicata,

duplicata, etc segons convingui i escriu

a3 ; r3 : triplicata a ; r*?

per representar
a’:r3=[a:r]?
En les definicions, fixa les 1lletres amb 1les quals
representard les quantitats. A la definicid quarta diu:
"4. La quantitat des de la qual amb progressid continuament
proporcional s'ordenard en infinit es dira racional
(rationalis) i es representara amb la lletra u."*?

Aqui Mengoli vol deixar clar que els nombres els considera

en proporcié continua indefinidament a partir de la unitat. Aixi,

1, 2, 2%, 23, 24, 2%, ......

Al 1llarg de 1l'Elementum tertium Mengoli es refereix a
aquesta quantitat que representa amb la lletra u com la unitat.
Per exemple, quan en un enunciat diu tota quantumlibet ordinata

ad unitatem, aquesta afirmacidé la.representa algebraicament

42 Primer déna la notacid i després en el teorema 3 de
1'Elementum primum demostra que la notacid representa
la poténcia. Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya,

1659, pag. 10.

43 "4. Quantitas, unde progressio continué
proportionalium, ordinatur in infinitum, dicetur,
Rationalis.& significabitur, charactere u."

Ibid, pag. 4.



t3 ; u. També en les demostracions quan multiplica u per un
nombre posa com a resultat aquest nombre.* Les altres
quantitats les representa amb les lletres de l'alfabet i les
seves poténcies, escrivint al costat el seu exponent; aixi en les
definicions cinquena i sisena diu:
"5. I la primera (quantitat) que succeeix a la racional es
dira arrel (Radix), o bé poténcia primera, i es
representarad amb els caracters de les 1lletres de
1'alfabet."*’
"6. I la resta (de quantitats) que segueixen es diran
poténcies segona, tercera, etc de 1l'arrel, ordenades
d'aquesta manera. I es representara cada una, amb la
mateixa lletra de l'arrel, i l'ordre amb un nombre. Per
exemple: arrel a, segona poténcia a2, tercera a3 i aixi

successivament. "*®

Per tant, l'expressid a3 s'explica en aquesta definicidé com
la tercera poténcia d'a i l'anomena tertia potestas. Aquesta
definicidé no déna solament el nom i el simbol, sindé la relacid
amb la'resfa de nombres. A la definicid quarta, Mengoli explica

que els nombres els forma en progressié continua proporcional;

44 Veure pag. 63 d'aquest .treball.

- % . "5, Et prima consequens- & rationali, dicetur, Radix, .
vel Potestas prima. & significabitur, charactere
cuiusqg; litterae alphabeti."

Ibid, pag. 4.

46 "6. Et reliquae consequentes, dicentur Potestates
radicis, Secunda, Tertia, & deinceps, iuxta suum
cuiusque ordinem. Et significabitur unaquaeque, e&dem
littera suae radicis, adscriptoque ordinis numero. vt
radicis a, secunda potestas a2, tertia a3, & sic
deinceps."”" Ibid, pag. 4.



per tant, quan utiliza la definicié sisena escriu:?’

r ru:r2;r :r3;r2....

per representar

r:l=r2:r=r3:r2....

Més interessant és la definicid setena, que ens fa pensar
gue per a Mengoli la unitat és una poténcia de 1'arrel ordenada
en una unitat menys que la primera, o sigui zero. Per tant
a® = u = 1. No parla en cap moment del zero, ni com a exponent ni
com a nombre. Només diu que la unitat esta ordenada en una unitat
menys que la primera poténcia.

"7. La quantitat racional, encara que no tingui nombre
d'ordre com les poténcies, també es considerara ordenada i

es dira ordenada en una unitat menys que la primera

poténcia."*®

Fem notar que per representar %% escriu x2. Segons Cajori

aquesta notacid procedeix del francés Pierre Hérigone i Mengoli

la va copiar, tal com ell mateix diu: *

"A aquells simbols, utilitzats per Vieta, Herigonio, ..... ,

47 A la demostracié del teoreﬂé 38-que hi ha més endavant
hi posa def. 6. p. t5 : t4 = t : u. Ibid, pag. 127.

48 "7. Rationalis, licet nomen ordinis non habeat .inter
potestates; tamen habebitur pro ordinata: & dicetur,
unitate minds ordinata, quam sit prima potestas."
Ibid, pag. 4. _ -

49 F. CAJORI, A history of Mathematical Notations, Open
Court, Chicago, 1928, pag. 345.
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els donarem nom a la nostra conveniéncia.">°

Aqui es refereix als noms que a continuacidé explicarem.
El producte de dues quantitats 1l'escriu amb una lletra al
costat de 1l'altra. Si aquestes quantitats no tenen exponents,
1'anomena uniprimam, ar.”® Si la primera estd al quadrat i la
segona no, en diu biprimam, a2r, i aixi successivament: Triprimam
(a3r), quadriprimam (a4r), quintiprimam (a5r), sextiprimam (aér),
etc. Si la primera es manté sense exponent i la segona va
augmentant, l'anomena uniprimam (ar), unisecundam (ar2),
unitertiam (ar3), uniquartam (ar4), uniquintam (ar5), etc. I quan
totes dues tenen exponents, fa una barreja dels dos noms :
sextiquartam per aé6r4, nonisecundam per a9rz, etc. Quan vol
anomenar el producte d'un nombre multiplicat pels productes
anteriors, escriu: dupla uniprima (2ar), tripla biprima (3az2r),

sescupla bisecunda (6a2r2), quadrupla unitertia (4ar3), etc.®?
A continuacidé Mengoli defineix dues taules triangulars,
gque ell anomena "de proporcionals" , (proportionalium), i "de
maltiples", (multiplicium). En la def. nQ 8 de 1'Elementum primum
explica que la primera taula és la mateixa qﬁe lé proposicid 2.8.

dels Elements d'Euclides que diu '

Proposicié 2.8. "Trobar nombres en proporcid continua,

tants com es poden trobar i els més petits que siguin

50 "Quibus characteribus & Vietta, Herigonio, ...usitatis,
convenientia nos adinvenimos nomina." Introduccid de
Geometriae, pag. 12. - i

31 Ibid, en la introduccié Lectori Elementario, pag. 12.

52 Ibid, pags. 18-19.
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en una rad donada.">?

Pel que fa a la segona taula, que no és més que la taula
triangular dels nombres combinatoris, diu que és 1la que
utilitzaven els analistes.® Una tercera taula triangular, que
anomena "dels noms" (nominum), és el resultat de la combinacié
de les dues taules anteriors. Mengoli utilitza aquesta taula per
obtenir les poténcies d'un binomi, tant pel que fa a 1'addicié
com a la subtraccidé. Els elements de la taula Nominum sén els
desenvolupaments de les poténcies del binomi a + r, afegint-hi
els signes corresponents segons sigui addicidé o subtracciéb.
Aquests desenvolupaments els demostra en els teoremes 8 i 10 de
l'element primer.®® En el fulls segiients hom trobara una
fotocopia de 1l'original de l'explicacidé de les notacions, aixi

com de les tres taules.

3 EUCLIDES, The elements, edicié anglesa de T. L. Heath,
Dover, Vol. 2, Nova York, 1956, pag. 346.

34 A aquesta taula fa referéncia en el Circolo (Bolonya
1672), on diu: )
"Aqui es pot veure afegint-hi la unitat als costats,
i a dalt, com en el -primer element de la meva
Geometria Speciosa jo la represento, i la defineixo,
1 explico les seves propietats, i en el segon, tercer,
i sisé, també 1l'utilitzo, i el Vietta que en va ser
- l'autor, a 1'Algebra Speciosa, i en el seu Llibre de
les Seccions angulars." Pag. 3.
Dins l1l'obra de Vieta he trobat taules similars a "Ad
Angulares Sectiones", The Analytic Art, T. R. Witmer
tr., Kent State University Press, Kent, Ohio, 1983,

pp. 297-9.
35 ibid, pp. 15-9.
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FIGURA 1.

Lxplicationes glmmmdﬂm notarun.

Additio fignificabitur, charatere crucis: veex 4, & r,

celle@a fumma, 4 =+ r.
Subtra@io , chara&ere lincolz: vt ex t, dcmpta 4 re.

linquit differentiam, ¢— 4.
Equahtas,ca interpuncione fignificabitur, qua partes
pr.ncxpcs periodi folent diftingui.ve quod a—r, et 2qua-
lisipli ¢,
- a=+rel
Ratio i gnificabitur interpunctions, qua maxima par-
£es p°nodx (ubdrﬁmguuntur, fcilicet pundo, & commate,
vtratio 4 ad r, fcribendo,
a;5r.
Itaque proportio 4 ad r, i ficutaz ad ar s f rrm‘?cabxtur,
{cribendo, -
: asjr:di;ar.,
Etcompofita ratio cx ratiombus. velutex » ad 42, &u
ad r3, compofitanad a2¢3, fcribendo,
%342, —+ 373 u;42r3,
vbi comma, inter a2, & crucem, vtiliter diftinguit, ad fi-
gmﬁcandum, non quantmmm az,&: " fumm:ma —+1h
{fed rationum. '
“Multiplicata quoquerano § omﬁcdbl'ur velut 43 ad
r3, triplicata rationis 4 adr, fcribendo,
A3 3 +3 ¢ priplicata 4; r,
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FIGURA 2.

Tabula. Proportfma/ Y.
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Mengoli en l'Elementum secundum construeix de forma molt
original uns sumatoris que disposa en unes taules similars a les
definides en l1'Elementum primum .

En les primeres definicions de 1'Elementum secundum ja
comenga a explicar aguesta curiosa construccié dels sumatoris.
Considera un nombre qualsevol, que anomena tota i representa per
la lletra t, i el divideix en dues parts. Diu aixi:

"l. S'anomenarda tota qualsevol quantitat que es pugui

dividir en dues parts, i es representara amb la lletra t."

"2. Les parts de 1les totes s'anomenaran part separada

(abscissa) i part restant (residua), i la part separada es

representara amb la lletra a i la restant amb r."®®
Aquestes parts les construeix de la manera seglient:

"Acceptem que poguem separar de qualsevol nombre la unitat,

el dos, el tres, i successivament qualssevol nombres gque

puguin ser separats, de manera que quedi un nombre, o com

a minim la unitat, i les restes fins arribar a la unitat,

seran tantes com hem separat, una resta pef cada una de les

parts separades."®’

A continuacid agafant la tota igual a 1, 2,...posa exemples

fins a 10. Es a dir, si t és 2, 1'a és 1, si t és 3, 1'a és 1 i

- 56 "l. Quantitas utcunqgue divisa in duas partes, dicetur,

.Tota, & significabitur, charactere t." -~ .

"2. Et partes Totae, dicentur, Abscissa, & Residua: &

. significabitur abscissa, charactere a; & residua, r."
Pag. 21 de l1'Elementum secundum de la Geometriae.

37 "Accipiatur quilibet numerus, cuius abscindatur
ordinatim unitas, binarius, ternarius, & deinceps
quicunque numeri possunt abscindi, vt vel numerus, vel
faltem wunitas relinquatur: & residui wusque ad
unitatem, totidem faluentur, quot abscissi, singuli
residui & regione suorum abscissorum." Introduccié de
Geometriae, pag. 25.
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2, si t és 4, 1'aés 1, 2 1 3, si t és 5, 1'aés 1, 2, 31 4 i
aixi indefinidament. Andlogament construeix les r fent la resta
t-a. També calcula els quadrats de les a, els cubs, els productes
entre a i r, entre el quadrat d'a i r,etc.

En la definicidé quarta Mengoli explica que tots els nombres
que separa, a, d'un mateix nombre, t, aixi com les restes, r, que
li queden, els anomenara "sindnims" (synonymae). Aixi si t és 3,
els synonimae s6én 1 i 2, si t és 4, els synonimae s6n 1, 2 i 3,
etc.

I després procedeix a sumar els synonimae per obtenir un

sumatori del tipus

t-1

0.a = tots els sindnims de t =§:a
a=1

al qual Mengoli anomenara massa de totes les abscisses. Nosaltres

en diriem la suma de totes les parts senceres separades d'un

mateix nombre:
"8. I la suma d'aquests nombres, que sén totes les parts
separades, i que a la vegada sén, tots ells, synonimae,
s'anomenara massa i es representara amb la lletra majuscula
0 col.locada davant dels synonimaé. Per exemple, la massa
de totes 1les abscisses (la suma de totes 1les parts
separades), designada per 0. a., (que vol dir la suma de
totés les a des de a=1 fins a a= t-1). Analogament, massa
de tots els-triples biprimers (el sumatori del producte del

nombre 3 amb el quadrat de les parts separades i amb les



-1
parts restants), designada per 0. 3a2r.(3. 3a%.(t-a))"S®
=4

Aixi, si t és 3, el sumatori (massa) valdra 3, ja que és
la suma de 1 i 2; si t és 4, el sumatori valdra 6, ja que és la
suma de 1, 2 i 3, etc.

Mengoli ordena tots aquests sumatoris que resulten de 1la
suma de tots els synonimae, com en la taula dels proporcionals
(proportionalium), (veure figura 2, pag 30), i obté una nova
taula triangular que anomena taula "dels simbols" (Tabula
Speciosa). 1 els elements d'agquesta nova taula, que sbén

sumatoris, Mengoli els anomenara Species.®® Aquesta és

1l'expressié d'alguns dels seus elements:

O.a = 1+2+3+. ..+ [t-1]
0.a2 = 12422432+,  +[t-1]2.

O.r = [t-1]+[t-2]+[E-3])+...+1

I si aquesta taula "de simbols" la composem amb la dels
nombres combinatoris, taula dels maltiples (multiplicium), (veure
figura 2, pag 30), obtindrem la Tabula Subquadratrix, (taula
"subquadratriu"). I els elements d'aquesta segona nova taula,
Mengoli els anomenara Subquadratrices ("subquadratrius").

I a partir de la taula "subquadratriu" construeix una nova

taula amb wuns nous elements. Aquesta taula la construeix

38 "8. Cuiusque- numeri, factis omnibus integris
abscissionibus, omnium, totidemque Synonymorum, Summa,
dicetur, Massa: & significabitur, littera maiuscula 0,
ante Synonimorum characterem scripta: vt massa ex
omnibus abscissis, 0. a & massa ex omnibus triplis-
biprimis, 0. 3a2r.

Def. nQ 8 de l'Elementum secundum de Geometriae, pag.
22. ] -

59 El nom el deu prendre de Vieta i la seva Logistice
speciosa, ja que es refereix constantment a Vieta i
als Analistes.

s - el i . - . - = - - . - - - . ) - - ‘.A_ » T 3,3 -



multiplicant cada fila de 1la taula "subquadratriu", que ell
anomena base, per un nombre una unitat més gran que 1l'ordre de
la fila. Mengoli considera el vértex de la taula d'ordre zero,
la primera fila d'ordre un, la segona d'ordre dos, etc.. Aixi
multiplica tots els elements de la fila 1 per 2, els de la fila
2 per 3, els de la fila 3 per 4, etc. Aquesta nova taula, aixi
definida, Mengoli 1'anomena Tabula Quadratrix (taula
"quadratriu") i els seus elements, sumatoris amb els coeficients
corresponents, els anomena Quadratrices ("quadratrius").®°
Aleshores, Mengoli demostra al llarg de 37 teoremes

quant valen aquestes quadratrius (sumatoris) en funcié del nombre
t del qual parteix per la seva construccié.® També demostra les
relacions que hi ha entre ells.®

En el full segiient podem veure una fotocopia de 1l'original
de les tres taules de sumatoris, taula especiosa, subquadratriu
i quadratriu.(Figura 3) També uns fulls amb les taules
expressades amb notacidé actual (Figures 4, 51i 6), i un amb els

valors que Mengoli calcula de la taula quadratriu. (Figura 7).

60 Les paraules quadratriu i subquadratriu sén una
traduccié 1lliure de 1l'autora i corresponen a les
expressions algebraiques acabades d'explicar.

61 vull fer notar que aquestes quadratrius sén les que
després li serviran per fer les quadratures. Per tant,
el coeficient (n + 1), sent n la base on esta, no és
més que el. nombre del denominador quan integrem.
Mengoli multiplica per aquest nombre perque
l'interessa poder comparar les quadratures sense
coeficients.

62 Aquests calculs estan explicats en les pags. 62-63
d'aquest treball.
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3.2.- Bnalisi de les definicions basiques de 1'Elementum tertium.

Quan comencga aquest element sembla que haguem
canviat d'obra, ja gque Mengoli fa unes definicions sorprenents
i que aparentment, no tenen res a veure amb tot el que ha
calculat fins aquest punt. Abans de donar la traduccié d'aquestes
definicions, analitzarem el significat mengolia d'alguns
conceptes nous que apareixen en elles, a fi de ser fidels al seu
pensament.

Ratio indeterminata determinabilis.
La primera definicié comenga amb aquestes paraules
dificils d'interpretar. Qué s'entenia en el segle XVII per
ra® indeterminada determinable? En 1la introduccié, Mengoli
parla de nombre indeterminat determinable, sense explicar-ne el
sentit,®® i més endavant, quan explica 1'Elementum tertium,
parla de raé indeterminada determinable. Després de dir que ell
té aquest concepte clar i que aixi ho mostrara, diu:
"Quan escric O.é, immediatament després del capitol
precedent tinc "la massa de totes les abscisses": perd quin
valor és aquesta méssa, encara no ho saps si no escrius de
quin nombre és la massa. Perd ho saps si assignes que 0. a
és la massa del nombre t; I d'aquesta manera no saps quant

és, si al mateix temps no assignes quin és el valor de la

63 - "Per altra banda, com a Francesc Vieta i a d'altres
analistes els hi semblés bé _que qualsevol nombre
indeterminat determinable i 1la primera poténcia
d'aquest es representés amb el caracter d'una sola
lletra: consegiientment em va semblar bé que altres
poténcies indeterminades determinables del mateix
nombre......." Geometriae Speciosae Elementa,
introduccidé, Bolonya, 1659, pag. 11.



lletra t...... Perd quan et permeti que fixis un valor
qualsevol per la lletra t, i tu, utilitzant aquest permis,
diguis que val 5, a l'instant certament assignaras que

0. a, val 10; que t2 val 25; que t3 val 125; que 0. r val
10; i si s6n determinades 1les lletres t aixi queden
determinades les quantitats 0. a, 0. r, t2, t3. Pel que,
abans que tu hagis utilitzat el permis donat tenies,

certament 0. a, 0. r, t2, t3, quantitats indeterminades

determinables. "%

Per tant, és clar que els sumatoris sén nombres
indeterminats, perd que queden determinats quan coneixem el valor
de t. De fet podriem pensar en una certa dependéncia entre el
valor de t i el wvalor del sumatori; tanmateix crec que el

pensament de Mengoli queda encara lluny del concepte general de

funcid® que hi semblen trobar Agostini®® i Cassina.®® I segueix

Mengoli:
"Perd si vull saber,‘quina és la radé de la massa 0. a, amb
el nombre €, a t2; o bé massa 0. 2a, a t2; o bé massa 0. a,
a t; o bé massa 0. a, a t3: de la que tinc-cerfament
dubtes, donat el permis, quan 1li assigno valors a t,
llavors queden assignades raons determinades; peré no
sempre iguals, per iguals preguntes. Donat a la lletra t el

valor 3; per la raé 0. a, a t2, contestaras, 3 a 9; que si,

&  Ibid, pag. 61.
65 A. AGOSTINI, "La teoria dei limiti in Pietro Mengoli",
" Periodico di Matematiche, ser 4, vol 5, 1925, pag. 20.

66 U. CASSINA, "Storia del concetto di limite", Periodico
di Matematiche, ser 4, 1936, pag. 90.



1li donessis a la lletra t el valor 4; a la mateixa pregunta
contestards 6 a 16: la qual no és la mateixa rad que 3 a 9,
també per altres valors, ens donarien altres raons. I per
tant, donat el permis per assignar-1li valors a la lletra ¢,
abans d'assignar-los, tenim que la rad 0. a a t2Z2 és

indeterminada determinable."®’

I continua posant exemples, donant valors fins a 10 i obtenint
que la rad 0. a a t2 esta més a prop de 1/2 gue gqualsevol altra
rad, i diu que en dira radé quasi 1/2.

Per tant, el valor de la rad també és indeterminat perd
igualment és determinable en augmentar el valor de t. La rad no
arriba a prendre realment aquest valor, que nosaltres podriem
pensar com el valor actual, perd "tendeix a aquest wvalor,
s'apropa a aquest valor", que nosaltres podriem pensar com el
valor potencial i quant més augmenta el valor de t, més s'hi

apropa. Aquest, crec, que és el sentit de 1la paraula

determinable.

Quatenus ita determinabilis.
Agquesta expressié l'he traduida per: "en la mida en qué es
va determinant", ja que crec que té el sentit de "tendeix a, a

mesura que va prenent valors més grans".®®

67 Geometriae Speciosae Elementa, introduccibé, Bolonya,
1659, pag 62.

58 Faig notar que Agostini tradueix 1les definicions
deixant-se la frase quatenus ita determinabilis.
AMEDEO AGOSTINI:"La teoria dei 1limiti in Pietro
Mengoli", Periodico di Matematiche, ser 4, vol 5,
1825, p. 21. Cassina si que tradueix i interpreta
aquesta frase referida al camp d'aplicabilitat de la
funcié f i als valors més petits que el limit. UGO
CASSINA: "Storia del concetto di limite", Periodico di
Matematiche, ser 4, 1936, p. 92.
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Rad quasi aequalitas.

Ho traduirem tenint en compte el significat d'aquesta
expressid® al llarg del llibre. Com que es basa en el concepte
euclidia de radé positiva, la aequalitas d'una radé no és altra
cosa que la igualtat ‘dels seus termes, o sigui la unitat, i en
aquest sentit la utilitza constantment Mengoli;*® i 1la
inaequalitas designa un nombre diferent de la unitat. Per tant,
les raons minor inaequalitas i maior inaequalitas corresponen
respectivament a nombres més petit i més gran que la unitat.

Segons aquestes interpretacions, la traduccid de les
definicions podria ser aquesta:

"]1. Una rad indeterminada determinable, que en determinar-

se, pot ser més gran que qualsevol (rad) donada, en la mida

en qué es va determinant, es dira quasi infinita."’°
"2. I que pot ser més petita que qualsevol (rad) donada, en
la mida en qué es va determinant, es dira quasi nul.la."”
"3. I que pot ser més petita que qualsevol raé'més gran
que un; i més gran que qualsevol radé més petita que un, en
la mida en qué es vardetérminant, es dira quasi igual a un. .

O bé dit d'una altra manera, que pugui esser més a prop

d'un, que qualsevol radé donada no igual a un, en la mida en

89 Agostini també déna aquesta explicacid, "La teoria dei
limiti in Pietro Mengoli'", Periodico di Matematiche,
ser 4, vol 5, 1925, pag. 21. h

70 "1. Ratio indeterminata determinabilis, quae in
determinari, potest esse maior, quam data, quaelibet,
quatenus ita determinabilis, dicetur, Quasi infinita."
Element tercer de Geometriae, pag. 97.

n "2. Et quae potest esse minor, gquam data quaelibet,
quatenus ita determinabilis, dicetur, Quasi nulla."
Ibid, pag. 97.
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gué sigui tal, es dira quasi igual a un."”?

"4. I que pot ser més petita que qualsevol rad més gran que
una rad proposada; i més gran que qualsevol radé més petita
que la mateixa rad proposada, en la mida en qué es va
determinant, es dira quasi igual a aquesta radé. O bé d'una
altra manera, que pugui ésser més a prop de qualsevol rad
proposada que qualsevol altra rad que no sigui igual a
aquesta, en la mida en qué sigui tal, es dira quasi igual
a la raé proposada."”?

"5. I els termes de raons quasi iguals entre si es diran
n74

quasi proporcionals.

"6. I els termes de raons quasi iguals a un es diran quasi

iguals."”®
La definicidé sisena, tenint en compte el qué diu i el que
diuen les anteriors, en concret la definicié tercera, es podria

traduir aixi:

72 "3. Et quae potest esse minor, quam data quaelibet
maior inaequalitas; & maior, quam data quaelibet minor
inaequalitas, guatenus ita determinabilis, dicetur,
Quasi aequalitas. Vel aliter, quae potest esse propior
aequalitati, quam data quaelibet non aequalitas,
quatenus talis, dicetur, Quasi aequalitas." Ibid, pag.
97.

3 "4. Et quae potest esse minor, quam data quaelibet
maior, proposita quadam ratione; & maior, quam data
quaelibet minor, propositd eddem ratione, quatenus ita
determinabilis, dicetur, Quasi eadem ratio. Vel
aliter, quae potest esse propior cuidam propositae
rationi, quam data quaelibet alia non eadem, ‘quatenus
talis, dicetur, Quasi eadem." Ibid, pag. 97-8.

4 "5. Et rationum quasi earundem inter se, termini
dicentur, Quasi proportionales." Ibid, pag. 98.

3 "6. Et quasi aequalitatum, dicentur, Quasi aequales."
Ibid, pag. 98.
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"I els termes de raons que sén més properes a la unitat que

qualsevol raé donada diferent de la unitat, en la mida en

qué aquestes raons es van determinant, es diran quasi

iguals."

Aquesta Ultima traduccié només difereix del lema I del llibre

primer dels Principia de Newton’® en qué aquest parla d'un cert

temps finit i Mengoli diu "en la mida en qué es va determinant”.

Perd tant un com l'altre expressen substancialment la mateixa

idea. Tanmateix Mengoli ho va dir trenta anys abans que Newton.

i

76

"Quantitates, . ut & quantltatum rationes, A quae ad
aequalitatem tempore quovis finito constanter tendunt,
& ante finem temporis illius propius ad invicem

"accedunt quam pro data quavis differentia, fiunt

ultimo aequales." Es traduiria per: "les quantitats,
aixi com les raons de quantitats, que tendeixen a la
igualtat constantment en un cert temps finit i abans
del limit d'aquest temps s'acosten matuament més que
una diferéncia donada, al final es fan iguals.” ISAAC
NEWTON, Principia, ed. J. Maclehose, repr. W. Thomson
i H. Blackburn, Glasgow, 1821, pag. 28.



3.3.- Nomenclatura.

Com que a partir d'ara treballaré amb expressions "quasi”,
per simplificar utilitzaré les lletres gs, quan empri la notacid
algebraica. No traduiré els termes euclidians com convertendo,
dividendo, etc. Utilitzaré la paraula llatina tota per designar
un nombre qualsevol. Aquest nombre tota el pensaré com
indeterminat, perd® determinable, respectant la idea mengoliana
gque he explicat a 1l'apartat anterior.

Quan transcrigui alguna proposicié o teorema, mantindré

1l'estructura mengoliana de la proposicié, perd els signes els

canviaré; el signe igual el representaré , la desigualtat més
gran >, la més petita <, el signe de rad : ; perd els exponents
els deixaré escrits com Mengoli feia, darrera de la variable.
Quan vulgui escriure sumatori de a des de a=1 fins a a = t-1,
escriuré 0. a com Mengoli, sent a les parts separades de t.
Mengoli anomena a les proposicions indistintament teoremes
i proposicions, perd en alguns casos arles proposicions les

anomena problemes. Utilitzaré les paraules teoremes i problemes

per evitar confusions.”’

o Quan expliqui els teoremes de 1'Elementum tertium
escriuré un nombre entre paréntesi al costat, el
mateix nombre que utilitza Mengoli en la seva obra.
Per entendre les demostracions, cal tenir en compte
gue, quan escriu en els marges "def. 6. p.", vol dir,
- "definici® ne 6 de 1'Elementum primum”, i si es
' refereix a 1'Elementum tertium o secundum, utilitza un
2 o un 3; aixi escriu: "22.2", "teorema 22 de
1'Elementum secundum", "33.3", "teorema 33 de
1'Elementum tertium". No oblidem que, sobretot en els
primers Elementi es refereix constantment als Elements

d'Euclides. Per exemple, "def. 5.6." wvol: dir
"definicié cinquena del 1llibre sisé". Quan posa "p.
h." o "5. h." o "def. 3. h.", vol dir el teorema

primer o el teorema cinqué o la definicidé tercera de
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4.-L'ELEMENTUM TERTIUM: LA TEORIA DE LES QUASI

PROPORCIONS.

4.1.- Proposicions basiques i propietats.’®

L'Elementum tertium s'obre amb una carta dedicada a D. Fabio
Alamandino, de la qual ja hem parlat’, sis definicions, que
acabem d'analitzar®, i 61 proposicions, on estableix la teoria
de les quasi proporcions.

Com estableix aquesta teoria? Mengoli construeix primer,
en 1'Elementum secundum, sumatoris finits de poténcies de
- nombres, i fins i tot de productes de poténcies de nombres,
exclés el zero. En aquest Elementum, estableix les quasi raons
d'aquests sumatoris a partir de les raons definides en el llibre
cinqué dels Elements d'Euclides.®' Per convertir aquestes raons
en quasi raons fa unes definicions on calcula a gué tendeixen
aquestes raons entre sumatoris o nombres quan el nombre de
sumands es fa molt gran (nosaltres diriem que tendeix a infinit)
o els nombres es fan molt grans. El valor al qual tendeixen

l1'anomena duasi rad. (Definicions analitzades en 1l'apartat

1'Elementum on es troben. També escriu la paraula
hypoth o constr. quan es refereix a alguna igualtat
que es pren com hipétesi O que se suposa en la

preparacid.
“ 78 " Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pags.
99-125.
79 Veure nota n2 30 d'aquest treball.

80 Pp. 40-45 d'aquest treball.

81 Vull fer notar que Euclides parla sempre de raons
entre magnituds i Mengoli no. El1 perqué d'aquesta
omissi®é requeriria un estudi complementari de 1l'obra
de Mengoli.
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anterior). Després de les definicions, vol comprovar dque les
propietats de les proporcions del 1llibre cinqué dels Elements
d'Euclides també es verifiquen quan les raons es converteixen en
quasi raons. Per aixd, primer comprova totes les propietats de
les proporcions quan en lloc del signe igual hi ha wuna
desigualtat (teoremes 1 al 6). Basant-se en aquests teoremes i
les definicions anteriors, verifica les propietats de les
proporcions a les quasi proporcions (teoremes 7 al 33). Per tant,
aquests primers teoremes tenen com a objectiu donar fonaments
euclidians a aquesta teoria i aixi poder calcular efectivament
tot tipus de quasi proporcions.

Explicarem el contingut resumit dels 33 primers teoremes
i, al final, algunes demostracions convenientment triades per
ensenyar com comprovava Mengoli les propietats de les cjuasi
proporcions;

Després de les sis definicions analitzades en 1l'apartat
anterior, Mengoli déna els sis primers teoremes, en els quals no
intervenen expressions "quasi". En aquests teoremes Mengoli
utilitza unicament les definiciéns i proposicions del llibre
cinqué dels Elements d'Euclides. Per una banda, fa servir els
mateixos noms que Euclides amb el mateix significat i per altra
banda, demostra que les propietats que Euclides verifica en les
proporc%ons;(igualtay de ;aons) també es verifiqguen quan es posa
el signe més gran o més petit en comptes de l'igual. |

Teorema 1. Proposicié 1. )

"Si raons desiguals unes més grans que les altres,

permutando, es conserven:més drans, també - componendo i



dividendo, s6n més grans.

a:b»>c

a :b>c

a: b »>c

n 82

. d permutando a:c»>b» d. (1)
d componendo a+b:b>c+d:d.(1)

: d dividendo a-b:b>c- d : d.(1)

Per tant, cada vegada que en el llibre utilitza les paraules

permutando, componendo, dividendo hem d'entendre el mateix

significat del 1llibre d'Euclides.® També les proposicions

segients fins a la sisena verifiquen propietats del 1llibre cinqué

d'Euclides utilitzant desigualtats.®

Del teorema 7 fins al 33. Mengoli demostra en aquests teoremes

totes les propietats i relacions de la nova expressié quasi,

basant-se en les sis definicions i en els sis primers teoremes.

Com que ha demostrat en els sis primers teoremes que les

82

83

84

"Inaequalium rationum maior, permutando, est maior
item componendo, & dividendo, est maior." Geometriae
Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 99.

Aqui Mengoli clarament es refereix, pel que fa al nom,
a les definicions 12, 14 i 15 de 1l'element cinqué
d'Euclides. Euclides, The Elements, Thomas Heath
trad., Dover, vol. 2, Nova YorK, 1956, pp. 114-5. Pel
que fa a la verificacié d'aguestes propietats en les
proporcions, Euclides ho fa en 1l'element cinqué, en la
prop. 16 (permutando), en la prop. 18 (componendo) i
en la prop. 17 (dividendo). Ibid, pp. 164-6, 169-74,

166-9. Una raé a : b componendo esdevé a+ b :>b
a : b dividendo esdevé a-b:»>
a : b convertendo esdevé b: a

a : b per conversionem esdevé. a : a-b

a:b=c : dpermutando. esdevé a : ¢ = b : d.

La verificaciéd d'aquestes propietats en les

proporcions, Euclides la fa en el 1llibre cinqué i
Mengoli .en aquest element la fa per desigualtats; aixi
Euclides comprova convertendo en la prop. 7 i Mengoli
en la prop. 2; per conversionem Euclides en la prop.
19 i Mengoli en la prop. 3 i ex aequali Euclides en la
prop. 22 i Mengoli en 1la prop. 4. Referéncies:
Euclides, The Elements, Nova York, 1956, pp. 148-9,
pp. 174-5, pp. 179-81. Mengoli, Geometriae, element

tercer, Bolonya, 1659, pp. 99-100.
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propietats anteriors (convertendo, componendo, ..) que Euclides
havia demostrat certes per proporcions, es poden aplicar a
desigualtats, Mengoli demostra en els teoremes segiients que es
continuaran verificant encara que la radé es faci tant gran com
es vulgui (radé quasi infinita), o bé tan petita com es vulgui
(radé quasi nul.la) o bé tan a prop d'una raé com es vulgui (rad
quasi un nombre).

Podriem fer dos grups de teoremes, del 7 al 17, que
parteixen d'una radé "que tendeix a una guantitat", sigui nul.la,
la unitat o infinita, i del 19 al 30, que parteixen de "raons
que tendeixen a la mateixa rad o quantitat".

En el primer grup, parteix de raons que son quasi infinites,
o quasi zero, o quasi la unitat (suposa que existeixen), i
demostra el que passa quan apliquem les propietats anteriors a
aquestes raons.

El teorema divuité és cas apart. En ell demostra la
propietat transitiva entre quasi qguantitats.

‘De AgsBiBgsC es verifica A gs C.* (18)

En el segon grup, del 19 ai 30; Mengoli fa quelcom similar,
pefé partint de dues raons quasi proporcionals o sigui aplica les
propietats anteriors (convertendo, componendo,...) a dues o més

raons quasi iguals.

Seguidament transcriuré dos teoremes escollits entre

85 La transcfipcié de 1les demostracions de les
proposicions 18, 19 i 21 estan fetes a U. Cassina,
"Storia del concetto di limite”, Periodico di

Matematiche, ser 4, 1936, pp. 93-100.
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aquests 33.% He triat el teorema quart i el vuité. El1 quart,

perqué hi utilitza molt el llibre cinqué dels Elements d'Euclides

i no empra encara expressions quasi, el vuité perqué el métode

utilitzat recorda demostracions actuals i verifica propietats de

les quasi raons.

Teorema 4. Proposicio 4.

"De raons unes més grans que les altres, ex aequali (per

composicid), la rad composta també sera més gran: i si sén

més petites, més petita.

a: b
e :
Dic a
a : b =

n 87

Hypothesi.

b, +e: f > c¢c:d, + g : h.

Praeparatio.

86

87

88

L'estructura dels teoremes gque transcriuré és la
segiient: cada teorema té un enunciat que explica el
que vol demostrar. Després, hi ha la paraula
Hypothesis, que exposa amb lletres concretes d'on es
parteix i el qué es vol demostrar. Després, O bé es
passa directament a la demostracié, o bé es fa un
altre apartat, que és la Praeparatio. En aquest,
Mengcli escriu les igualtats que suposa per fer la
demostracié. I per Gltim, escriu Demonstratio i fa la
demostracié posant un marge en el que explica en cada
pas qué estad utilitzant. Sempre acaba amb 1l'expressid:
Quod & c. Quare & c. Posa una ratlla de separacid i
.escriu el teorema segluent, . .

"Ex maioribus rationibus, ex aequali, maior est ratio
composita: ~ & ex minoribus, minor." Geometriae
Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 100. El terme
ex aequali el defineix en el primer element: "14. Es
dird que una rad s'obté ex aequali quan s'obté
composta de raons." Ibid, pag. 6.

Mengoli suposa que existeix la quarta proporcional per
valors numérics sense haver-ne fet préviament la

demostraciod.



constr.
hipote.
13.5
10.5
constr.
hipote.
13.5%
constr.
13.5
10.5

8.5

90

pP- P.

P.- D.

Quare & c.
Aqui veiem com utilitza
d'Euclides.

utilitzant 13.5% i

Demonstratio.

a:b > c:d.

i:d > c d.

i > c

e : f = d: 1.

e : f > g : h.

d 1 > g : h.

g:h = d: m.

d:1 > d: m.

1 < m.

i:1 > c¢Cc : m.

a:b, +e:f =1 :d, +d:1 =1 : 1.
c : d, +d:m = cC : m.

d, +g:h =c:

a: b, +e: f » d, + g : h., Quod & c.

91

el 1llibre cinqué dels Elements

Primer dedueix de la hipdotesi i de la preparacid,

10.5%, que i > ¢ i 1 < m. Després,

89

S0

91

92

Mengoli posa 23.5 perd ja es dedueix, en analitzar la
demostracié, que _és 13.5. Geometriae Speciosae
Elementa, Bolonya, 1659, pag. 101. :

P. P. indica la ﬁfoposicié primera del primer element
on demostra que el producte de raons iguals és igual.
Ibid, pag, 9. '

Ibid, péag. 100-1.

Prop. 13: "Si la primera magnitud té a la segona la
mateixa rad que té la tercera a la quarta, i la
tercera té a la quarta una radé més gran que la



- utilitzant 8.5°% dues vegades, o sigui:

si i>c per 8.5 i :1>c : 1 i

sil<m per 8.5 ¢ : 1 > c : m, arriba a: i:1>c : m.
Finalment, fent el producte i simplificant, arriba a

a:b.e:f=1i:1>c:m=c:d.g9g: h.

Teorema 8. Proposicié 8.
"Rad quasi infinita, componendo, és quasi infinita: també
dividendo, és quasi infinita."®
Hypothesi.
Sigui raé A a B quasi infinita.
Dic que componendo hom obté una raé & + B a B, que és quasi
infinita.®®
Praeparatio.

Suposem qualsevol radé ¢ a d, en la qual si ¢ és més gran, que

d, l'excés sigui e.

cinquena té a la sisena, la primera tindra també a la
segona una rad més gran que la cinquena a la sisena."
Algebraicament: a:b = c:d i c¢:d > e:f llavors
a:b > e:f. EUCLIDES, The elements, edicidé anglesa de
T. L. Heath, Dover, vol. 2, Nova York, 1956, pp. 160-
61.

93 Algebraicament la prop 10 del 1libre cinqué dels
Elements diu: i:d > c:d llavors i>c i també si
d:1 > d:m llavors 1 < m. Ibid, pp. 155-7.

94 Podriem dir que és la reciproca de la prop. 10. Diu la
prop. 8 del llibre cinqué dels Elements:
si i > ¢ llavors i:1 > c¢:1 i també si 1 < m llavors
c:1 > c:m. Ibid, pp. 149-53.

93 "Ratio quasi infinita, componendo, est quasi infinita:
item dividendo est quasi infinita." P. Mengoli,
Geometriae, Bolonya, 1659, pag. 103. "~

98 Farem solament el primer resultat, analogament es
demostraria 1'altre. :
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Demonstratio.

Si ¢ és igual o més petit que d, és evident, que

8.5 A + B a B pot ser més gran, que ¢ a d. Ara bé, si
def.l. c és més gran que d, com que A a B, pot ser més

rp. h. gran que e a d, llavors componendo, A + B a B,
prepar. pot ser més gran que e + d a d; perd e + d és

def. 1. c i, en conseqiiéncia, A + B a B pot ser més gran que

c ad. Per tant A + B a B és rad quasi infinita. Quod

& c.

Aqui costa una mica de veure com utilitza 8.5, perd crec

que és en el pas en qué sent A + B > A per 8.5
A+B :B>A :Bicomque per la definicid 1,

llavors A + B : B > ¢ : d.
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4.2.- Calculs de quasi proporcions.?”’

A partir del teorema 34 i fins al 52, Mengoli es dedica a
calcular els quasi associats a un nombre t que va augmentant el
seu valor. Aixi estableix raons entre tot tipus de sumatoris,
quadratrius, subquadratrius,...i el nombre t que ha utilitzat per
formar-los, que és una unitat més gran que l'ultim sumand,

t - 1, amb diferents exponents i calcula a qué tendeixen aquestes
raons quan el nombre es fa molt gran, obtenint d'aquesta manera
totes les quasi raons possibles. Podriem pensar que calcula a qué
tendeixen, en augmentar la base, les raons de polinomis, depenent
del grau del numerador i del denominador.

En aquest apartat faré acuradament la demostracid del teorema
42 que és un dels nostres objectius. Aquest teorema 42 diu que

el sumatori

a=t-1

p+1] 3 (‘r’).ap". [t-al®,

anomenat per Mengoli quadratriu, i el nombre (tota) elevat a una
poténcia una wunitat més gran que la suma dels exponents
anteriors, és a dir, t elevat a (p +1) sén quasi iguals.”

Primer explicaré tots els teoremes necessaris per la seva

o7 Geometriae Speciosée Elementa, Bolbnya, 1659, pég.
125-37. .
98 Aquest resultat és molt -important ja que Mengoli-

l'utilitzard en l'Elementum sextum per trobar les
quadratures d'expressions

y=xP. [t-x]TP



comprensié. Mengoli calcula la primera quasi rad en el teorema
34 i quan es llegeix el seu enunciat, hom s'ha d'aturar i pensar
qué és el qué vol dir. A partir d'aquest teorema canvia totalment
el contingut de 1'Elementum tertium. Veiem-ho:
Teorema 34. Proposicidé 34.
"La rad de tota a la unitat, és quasi infinita."%
Sense hipdtesi ni preparacid, la demostracid diu:
"Pel que fa a tota, coh que no es diu quin nombre és, tota
és indeterminat, i per aixd la rad de tota a la unitat és
indeterminada. Perd com que aquest és determinable, es
podria dir quin nombre és tota, i per aixd la rad de la
tota a la unitat és determinable. Finalment, com que es
podria dir que aquest nombre tota és més gran que la rad
d'un nombre a la unitat, que sigui qualsevol rad donada,
aquest nombre, que és la tota, sera la rad de tota a la
unitat i sera més gran que qualsevol radé donada. Aixi doncs
la rad de tota a la unitat, quasi és infinita."!'%°
Per tant, Mengoli suposa que com que la tota és indeterminada,
sempre pot trobar un valor de la tota que sigui més grén gue una

rad donada, i aixi la rad de la tota a la unitat, que no és més

que ella mateixa, podria ser més gran que qualsevol rad donada.

99 "Tota ad unitatem, quasi est infinita." Geometriae
Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 125..

100 "Nam tota, cum non dicatur, cuius numeri tota sit; est
indeterminata: ideoque totae ad unitatem, ratido est
indeterminata. Cumque possit dici, cuius numeri tota
sit; est determinabilis: ideoque totae ad unitatem,
ratio est determinabilis. Cum denique possit dici eius
numeri tota, qui maior sit, quam vt ad unitatem,

- “habeat quamlibet rationem datam; qui numerus, ipsa sui
ipsius est tota: erit ratio totae ad unitatem, maior,
quam data quaelibet. Ergo tota ad unitatem, quasi est
infinita." Ibid, pp. 125-6.
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Aixi, per la definicié 1, pot dir que aquesta radé és quasi
infinita. Actualment diriem que si un nombre positiu va
augmentant cap a l'infinit, la rad d'aquest nombre a la unitat

tendeix a infinit o, expressatralgebraicament,
1lim X1z
[1]

gquan x tendeix a infinit.

En els teoremes segiients estableix els seglients resultats.
Primer, dedueix que el mateix passa si al nombre que tendeix a
infinit, 1i afegim o li tréiem una unitat ( teorema 35). A més,
tots aquests nombres s'aproparan a la mateixa quantitat (36).1
Si aquest nombre que va augmentant, tota, l'elevem a qualsevol
exponent, la seva rad amb la unitat seguira sent quasi infinita
(37). La tota, la tota menys una unitat (semitota) i la tota més
una unitat (sesquitota), elevades al mateix exponent sén quasi
iguals (39). Més interessant és el teorema 38 que podriem
entendre com: "la radé entre les dues poténcies d'un nombre que
tendeix a infinit, sent el grau del numerador més gran, tendeix

a infinit."

101 gn 1'Elementum secundum en les definicions 18 i 19,
* explica dos nombres nous: sesquitota i semitota. Els
representa amb els caracters ¢ i m respectivament, i
el seu valor és g = t + 1 im =t - 1, sent t tota,

un nombre qualsevol. Ibid, pag. 23.
- L Y A



Teorema 38. Proposicidé 38.
"De totes ordenades desiguals, la rad de la que té l'ordre

més gran a la que té 1l'ordre més petit, és quasi

n102

infinita.
Hypothesi.!®
t5 > t3
Dic t5 : t3 gs infinita.
Demonstratio.
34.h t : u gs infinita.
def. 6. p. ts : t4 = t : u.
def. 6. p. t4 : t3 = t : u.
13.5 ts : t4 gs infinita.
13.5 t4 : t3 gs infinita.

12.h t5 ; t3 gs infinita. Quod & c.

Analitzarem les passes de 1la demostracié. Parteix del
teorema 34 abans esmentat. On posa definicidé 6. p. es refereix
a la definici6 sisena de 1'Elementum primum, en equue defineix
les poténcies ordenades com raons de t a la unitat. Es a dir,
t3 : t2 = t : u i aixi successivament. Per tant, el segon i- el
tercer pas sén evidents. En el quart i cinqué pas posa 13.5, aixd

vol dir que utilitza la prop. 13 del llibre cinqué dels Elements

102 wpotarum inaequaliter ordinatarum, magis ordinata, ad
minus ordinatam, quasi est infinita." Ibid, pag. 127.
= T T e - e = - = T ‘\\ -

103 Hypothesi. La paraula "hipotesi" mereix un
explicacié. En les “demostracions deé Mengoli .té un
significat diferent del que avui 1li donem. Es la
suposicié d'un cas particular amb lletres concretes,
sent l'enunciat el cas general. Mengoli no comprova
mai que si la demostracidé és certa per aquell cas, ho

serd en general. Per exemple, en aquest teorema

utilitza els exponents 3 i 5, quan l'enunciat és per
qualsevol exponent. Com véiem, Mengoli ho demostra en
un cas particular encara que l'enunciat sigui general




d'Euclides, que algebraicament seria:!*
Sia:b-=c:d i c :d > e : f, llavors
a:b > e : f.
Comparem-ho amb la hipdtesi que utilitza Mengoli per aplicar

aquesta proposicié d'Euclides. Algebraicament, el que fa Mengoli

és:
Si tb6 : t4 =t : u i t : u gs infinita, 1llavors
t5 : t4 gs infinita. Recordem que u representa la unitat.
De fet Mengoli pensa que, en haver demostrat (teorema 34)
que t : u és quasi infinita, pot dir (definicidé 1) que, en

determinar-se, pot ser més gran que una rad qualsevol donada;
llavors, aplicant la proposicié 13.5 cada vegada, t5 : t4 també
pot ser més gran que aquesta radé qualsevol donada; per tant
t5 : t4 és quasi infinita. Aqui es veu com Mengoli passa de la
desigualtat (més gran) al concepte quasi. Per tant, la idea de
Mengoli és veure com es verifiquen totes les propietats 1i
relacions de les desigualtats, quan ia ra6 es fa molt gran, tan
gran com puguem. L'Gltim pas en el qual aplica el teorema 12, és
fer elrprodncte o composiciéb.

D'aQuest teorema es dedueix facilment el 40, en el qual el
denominador no és un sol nombre, siné una suma de totes elevades

a exponents més petits que el del numerador. Evidentment, la raéb,

‘com la de dos polinomis on el grau del numerador és més gran que

el denominador, és quasi infinita. Més important és el teorema

41 que ens recorda l'omissid de termes que'feia Roberval.

104 Veure nota n2 92 d'aquest treball.
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Teorema 41. Proposicid 41.

"La tota ordenada més gran i ella mateixa sumada amb totes
ordenades més petites, o bé restades, és quasi igual."'®
O sigui, si A és una tota elevada a un nombre, i B és una

suma de totes amb ordre més petit que l'ordre de A, aleshores

A gqs A + B.

Pel teorema 40, A : B és quasi infinita, i pel 8
(componendo), A + B : B és quasi infinita. Pel 9 (per
) o . ] Cgﬁaﬁhﬁt
conversionem rationis), A + B : A + B - B és quasi la unitat.

Finalment per la definicidé 6, els termes de raons quasi iguals
a la unitat, es diran quasi iguals: A + B gs A. '*

Hom es sorprén quan pensa que Mengoli (igual que Roberval)
menysprea termes molt grans: tots els nombres que van augmentant
elevats a un ordre més petit que el del més gran. De fet aquests
termes sén com zero en relacid al terme més gran quan el nombre

augmenta molt.'%’

L'enunciat que Mengoli fa del teorema 42 és:

105 "Tota magis ordinata, sibi ipsi, & alijs minuas
ordinatis, additis, vel subtractis, guasi est
aequalis." Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya,

1659, pag. 129. ,

106 Una radé a_: b per conversionem rationis esdevé
a : a-b. :

= Roberval en el seu Traité des indivissibles (1634,
publicat a 1693), feia una operacidé semblant, que ja
he explicat, quan deia: "finalment sén com res en la
divisié infinita", es refereix a la suma dels nombres
que és igual a 1/2 x2 + 1/2 x 1 en la divisid infinita

" aquest 1/2 x el desprecia. E. Walker, A Study of the
Traité des Indivisibles of...Roberval, New York,
Columbia Univ., 1932, pag. 38.



Teorema 42. Proposicio 42.

"Qualsevol quadratriu

[p+1]bi(€).ap"..[t—a]r

a=

és quasi igual a la tota elevada a una unitat més gran gue

la de la base on es troba la quadratriu (tfe+1)) n108

Demostracié.

Recordem que la taula quadratriu (veure figura 3, pag. 35)
és la que s'obté amb els sumatoris de les parts separades d'un
mateix nombre, ordenats segons la taula dels nbms
(subquadratrius), multiplicats per un nombre, p + 1, una unitat
més gran que el que sigui el nombre d'ordre de la seva base p.
Considera 1'ordre de la base com el de la poténcia del binomi en
la taula dels noms. Aixi el vértex pot ser considerat d4'ordre
zero, els termes 0.2a, 0.2r d'ordre un, els termes 0.3a2, 0.é6ar,
0.3r2 d'ordre dos,etc

Mengoli vol demostrar que la rad

[p+1]§ (f) .aP T [t-a7]

L :

tendeix a 1 quan el nombre de termes es fa molt gran. Mengoli
també generalitzara el calcul d'aquesta rad per qualsevol valor

de 1l'exponent sencer positiu. Per demostrar aquest resultat es

108 "Quaelibet quadratrix gquasi est aequalis ad totam
unitate plus ordinatam, quam sit eius basis."
Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag.
130.
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basara essencialment en el teorema 22 de l'Elementum secundum,

que ara considerarem, i en els teoremes 34 i 41 del Tertium, ja

2 explicats.

Tr9 s e L

Teorema 22. Proposicidé 22. .-l

"Qualsevol quadratriu és igual a la tota elevada una unitat
més que l'ordre de la seva base, menys la suma d'altres
totes que no estan elevades una unitat més."!%

Segons Mengoli aquest teorema es pot demostrar per induccié
a partir dels calculs trobats amb les gquadratrius

(sumatoris).!® Veiem a continuacié com calcula algunes
d'aquestes quadratrius (sumatoris).

Comenga amb 0. u = t - u. (primer céalcul); recordem que O. vol
dir sumar (t - 1) termes i que u representa la unitat. Mengoli
ho demostra, perd crec que és evident. Després calcula 0. Z2a.,
on utilitza el teorema quart de 1l'Elementum secundum que
estableix una relaci® entre les masses (sumatoris de parts
separades d'un mateix nombre, que anomenem tota) i la tota en la
taula subguadratriu (veufe figura 3, pag. 35), fonamental pels
calculs de les quadratrius.'!! Aquesta relacid s'expfessa:

t5 = 0. 5a4 + 0. 10a3 + 0. 10a2 + 0. 5a + 0. u + u. representant

109 "Quaelibet quadratrix, est aequalis totae unitate plus
) ordinatae, demptis, additisque aliqualiter acceptis
. . totis, non plus ordinatis, quam sit eius basis." Ibid,

pag. 74.

119 - Mengoli, a més a més, fa una altra demostracid. Ibid,
pag. 74-5. )

111 Teorema 4. Proposicid 4.

"Qualsevol tota és igual a la suma de les espeécies
formades per abscisses, elevades a graus més petits
que la tota i la unitat, multiplicades amb els nombres
de la taula dels miltiples que corresponen a la base
on esta la tota." Ibid, pag. 36. B



0. el sumatori des de a = 1 fins a a = t-1 en tots els casos
i els nombres 5, 10, 10, 5 representen els nombres de la base

cinquena de la taula dels miltiples (veure figura 2, pag. 30).

t4 0. 4a3 + 0. 6a2 + 0. 4a + 0. u + u

t3 0. 3a2 + 0.3a + 0. u + u.(2)

t2 = 0. 2a + 0. u + u.(1l)

Calcul de 0. 2a (segon calcul)

Per tant, pel teorema 4 sabem que 0. 2a + 0. u + u = t2,(1)
i que 0. u = t - u (primer calcul) i substituint arriba a
0. 2a = t2 - t.

Calcul de 0. 6a2 (tercer calcul)

Veiem com calcula 0. 6az2:

4.h (teorema 4) 0. 3a2 + 0. 3a + 0. u+u = t3 (2)
Multiplicant per 2 0. 6a2 + 0. 6a + 0. 2u + 2 = 2t3.
Aillant 0. 6a2 = 2t3 - 0. 6a - 0. 2u - 2.'7

sup. 2.(multiplicant per 3 el segon calcul): 0. 6a = 3t2 - 3t.
sup. p.(multiplicant per 2 el primer calcul): 0. 2u = 2t - 2.

substituint 0. 6a2 = 2t3 - 3t2 + t. Quod & c.'?

112 Aqui Mengoli posa u en lloc de 2, perd és evident que
és una errada.

113 p'aqui dedueixo que Mengoli no esta fent altra cosa
que calcular sumes de poténcies de nombres en funcid
d'un nombre una unitat més gran que 1'Gltim. Mirem qué _
passaria si sumem £2 amb la igualtat simplificada que
obtindriem aillant la suma de quadrats anterior: -
0. a2 = t3 /3 -t2 /2 + t / 6.

0. a2 + t2 =t3 /3 -t2 /2 + t /6 + t2 =- =
t3 /3 +t2/2+ t / 6. O sigui:

"que és el mateix resultat trobat per Roberval. Mengoli
no arriba a fer aquests WGltims calculs, perd en
calcular la quasi rad, el resultat és el mateix si
s'utilitza l'expressié de Mengoli ja que els termes
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I aixi segueix calculant tots els termes de 1la taula
quadratriu (veure figura 7, pag. 39). Quan ja ha fet els calculs,
els generalitza en el teorema 22, enunciat abans. Mengoli
expressa aixi la demostracidé del teorema 42.

Hipotesi.

A és la quadratriu i sigui B tota elevada una unitat més que

la que és la base de la quadratriu A.
Dic que A i B, s6n quasi iguals.''*
Demostracid.

22.2 A és igual a B, menys la suma d'altres totes, elevades
a exponents més petits o iguals que 1l'ordre de la base
on es troba A (segons el teorema 22 que acabem de
veure).®

Hipot. Perd B és la tota elevada a un exponent que és una
unitat més gran que l'ordre de la base de A, i per
aixd les totes elevades a exponents més petits que
1'ordre de la base de A, estan elevades a exponents
més petits que 1l'exponent de B.

En conseqiiéncia A és igual a B; menys la suma

41.h d'altres totes, elevades a menys ordre que B. Perd

B, menys la suma d'altres totes elevades a menys

18.h ordre que B, quasi és igual a B. En conseqiiéncia, A

amb exponents més petits es menyspreen.

114 "Esto quadratrix A : & esto tota B,” unitate plus ;
ordinata, quam basis quadratricis A.
Dico A ad B, quasi aequalem esse." Geometriae

Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 130.

115 Mengoli considera el vértex de la taula d'ordre zero,
la primera fila d'ordre un i 1l'anomena base primera,
la segona d'ordre dos i 1l'anomena base segona, i aixi
successivament amb totes les files.
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quasi és igual a B. Quod &c. '°

Per tant, si analitzem aquesta demostracid veiem que es
basa en el teorema 22 del llibre segon i en el teorema 41, que
hem demostrat abans, partint del 34. El teorema 18 només es fa
servir com a transitiva. La primera t esta elevada a un ordre una
unitat més gran que el de la seva base (p +1) i 1i diu B. I A és

la quadratriu en la base p. Llavors, pel teorema 22,

A =B - (= t"), t elevat a nombres més petits o iguals que p.
nzp
Perd pel teorema 41, B gs B - ( = t"), llavors aplicant 18
nep

(transitiva), A gs B.'V

Amb notacié actual seria:

[p+1]a=t_1(€)-ap‘f. [t-a)*

a=1

tendeix a t elevat a p + 1 quan t tendeix a infinit, ja que el
valor de l'exponent més gran de la t sempre és una unitat més

gran que el de la base on esta.

Si considerem només les quasi raons de les quadratrius dels

-laterals de la taula quadratriu, o sigui de la forma 0. &k,

aquest teorema 42 recorda el limit fet per Wallis:

118 "A, est aequalis ipsi B, demptis, additisque
aliqualiter acceptis totis, non plus ordinatis, quam
basis A. Sed B, est tota unitate plus ordinata, quam
basis A: idedque totae, non plus ordinate, quam basis’

B 'A, sunt minus ordinatae, quam‘B. Ergo A; est aequalis
ipsi B, demptis, additisque aligqualiter acceptis
totis, minas ordinatis, =quam B. Sed & ‘B, demptis,
additisque aligualiter acceptis totis, minus
ordinatis, quam B, quasi est aequalis ipsi B. Ergo A,
quasi est aequalis ipsi B. Quod & c." Geometriae
Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag. 130.

17 Mengoli explica verbalment els sumatoris de poténcies
d'exponents diversos. Sembla com si no se n'adonés que
podria expressar-ho amb notacid algebraica.
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ak"l
k+1

n
limE:ak=
a=1

quan n tendeix a infinit, pels casos k = 1, 2 i 3 i dels quals
en dedueix la validesa de la llei general.

Les diferéncies estan en qué Mengoli el calcula per
qualsevol k natural i en qué Wallis suma t sﬁmands, mentre
Mengoli en suma t-1. Tanmateix en el limit no afecta al resultat,
ja que les poténcies de graus més petits es menyspreen. !

El teorema 43 es dedueix de manera natural del 42. Mengoli
explica a quin valor s'apropara la rad, si el numerador és la
quadratriu, i el denominador és el nombre (tota) elevat a un
exponent no més gran que l'ordre de la base on esta la
quadratriu. Perd, com hem vist pels calculs de les quadratfius
(22.2), el grau del valor de les quadratrius és una unitat més
gran que 1l'ordre de la seva base; llavors vol dir que el grau del
numerador és més gran que el grau del denominador. Per tant,
utilitzant el teorema 38, la rad, en determinar-se, sera quasi
infinita. Els teoremes 47 i 48 ens diuen que les quadratrius i
les subquadratrius sén quasi iguals, quan les prenem en la
mateixa base (mateixa fila). Aixd és evident ja que tenen el

mateix grau. I continua comparant els graus en la resta de

teorémestfins al 52.

118 Referencia Wallis a D. Struik (ed), A Source Book in
Mathematics, 1200-1800, Princeton, Princeton Univ.
Press., 1986, pag. 244.
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4.3.- L'existéncia de les quasi proporcions.!'

De la proposicié 53 a la 61 Mengoli demostra 1l'existéncia
de les quasi proporcions i les anomena problemes. En aquests nou
problemes que hi ha al final d'aquest element, Mengoli no
utilitza els calculs de les quasi proporcions gque acabem de
demostrar. Els problemes es basen solament en les primeres
propietats, del teorema 1 al 6, on Mengoli comprovava que es
verificaven totes les propietats de les proporcions quan, en
comptes del signe igual, hi havia una desigualtat. Aquests
problemes crec gqgue li serveixen a Mengoli per comprovar que
existeixen totes que verifiquen les quasi proporcions que ha
calculat i definit abans. Per tant, aquests problemes els podriem
entendre com un complement necessari per assegurar-se
l'existéncia d'aquestes quasi raons ja que, en cas contrari, es
podria pensar en una teoria ben estructurada, ldégica, perd no
real. Aquest apartat, segons la meva interpretacié, déna la
mesura de la voluntat de rigor de Mengoli en establir aquesta
no&a teoria de quasi proporcions.

El primer problema és un cas apart, ja que només l'utilitza-
per resoldre el problema segon. La resta de problemes, del segon
al nové, els classificaré, segons el contingut, en dos grups.

Ei primer grup _el formen el_Seggn, el sise i_el<pové, on
demostga lfexisténcia;Qe nombres (totes) que operats s'apropen
a una rad donada; en el segon i elrsisé a la unitat i en el nové

a una rad qualsevol.

119 Geometriae Speciosae Elementa, Bolonya, 1659, pag.
138-47.
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El segon grup, format per la resta de problemes, tracta de
raons més grans que una donada. Serveix per comprovar
1'existéncia de nombres (totes) que operats, donen raons quasi
infinites. A tall d'exemple n'explicaré dos, un de cada grup.

Del primer grup he triat el problema sisé on es tracta de
trobar un nombre amb el qual es poden construir sumatoris (del
tipus quadratriu) que estiguin a la mateixa base (la suma dels
seus exponents sigui la mateixa) i que la rad entre ells sigui
més propera a la unitat que qualsevol rad donada.

Problema 6. Proposicié 58.

"Donada una rad® diferent de la unitat, i proposades dues

gquadratrius (sumatoris) sobre la mateixa base, trobar un

nombre, pel qual les gquadratrius proposades, siguin més
properes a la unitat que la radé donada."'*°

En llenguatge actual seria:

Donada a/b no igual a 1, i a>b, i siguin dues quadratrius
cid, en la hateixa base de la taula quadratriu, per exemple la
cinquena. Trobar la tota per la qual la raé de les quadratrius,
que es construeixen a partir d'aquesta tota és quasi la unitaf,
o sigui, segons 1la definicidé tercera, s'han .de construir
qgquadratrius que la seva rad sigui a la vegada més petita que a/b
i més gran que b/a, sabent que a/b és més gran que la unitat. Es
a dir,aen una mateiya bgse de la taula qpadratriq! existeix un
nombre (tota) pel qual les quadratrius eé poden aproéar una a

l'altra, tant com es vulgui. Havent vist en el teorema 47 que

120 "Data ratione inaequalitatis; & propositis duabus in
eadem basi iacentibus gquadratricibus: numexrum
invenire, pro quo quadratrices propositae, sunt
propiores aequalitati, quam in data ratione." 1Ibid,
pp. 142-3.
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quadratrius en la mateixa base sén entre si quasi iguals, prova
l'existéncia d'una tota que verifiqui aquest teorema.
Del segon grup he escollit el problema tercer.
Problema 3. Proposicidé 55.
"Donada una radé i proposats ordres de poténcies desiguals,
trobar un nombre, tal que, la rad de la poténcia més gran
és a la potéencia més petita, més gran que la rad

donada. "'

O sigui, existeix un nombre, tal que, la rad de les
poténcies desiguals és més gran que una donada i, si aixd pensem
que pot passar, sempre que anem donant valors a aquest nombre,
voldra dir que aquesta radé és quasi infinita. Ja haviem vist en
el teorema 40 que aquesta radé de poténcies, amb el grau del
numerador més gran que el del denominador, és quasi infinita. El
problema el que fa és trobar una tota que verifiqui l'existéncia
d'aquesta rad més gran que una donada o sigui 1l'existéncia
d'aquesta rad quasi infinita.

En aquests problemeé, importantissims per donar
consisténcia 'a la nova teoria de Mengoli, no s'utilitza cap
expressidé ni cap definicidé quasi en les demostracions ja que
precisament es tracta de demostrar l'existéncia d'aquestes quasi
raons. Crec que aquest complement dpna idea de com era de clar
el congéptg de quasi proporq}ons en el pensament de Mengoli_i com

de soélidament vol que sigui fonamentada la seva nova teoria.

121 "Data ratione; & “propositis ordinibus potestatum
inaequalibus: numerum invenire, pro quo, plus ordinata
potestas, ad minus ordinatam, maior est, quam in data
ratione." Ibid, pag. 140.
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—sigui el binomi, el binomi al quadrat, el binomi al cub...

4.4.- Les taules en la teoria de quasi proporcions.

Hom es podria preguntar, quin paper juguen les taules en
la teoria de quasi proporcions? Una resposta general seria que
les taules sén una eina de Mengoli per poder generalitzaf i aixi
donar les relacions de moltes expressions a 1la vegada.
Explicitarem més aquesta idea.

En 1'Elementum primum Mengoli defineix tres taules. (veure
fig. 2, pag. 30). La primera, la taula "dels proporcionals"”
(Proportionalium) ens déna els nombres, expressats en lletres,
de manera que de dos en dos tinguin sempre‘la mateixa rad a : r,
quan els considerem per files. També tenen la mateixa rad en les
diagonals, 1 : ai 1 : r, respectivament. Aixi Mengoli ordena els
nombres en continua proporcidé i els col.loca de tal manera que
1i és facil la seva identificacié. Quan Mengoli opera aquesta
taula amb la taula triangular dels nombres combinatoris, obté una

nova taula que anomena Nominum. Aquesta taula "dels noms"

(Nominum) la utilitza per obtenir les poténcies d'un binomi, sent

-1'exponent un sencer positiu qualsevol, tant pel que fa a

1'addicié com a la substraccié. Els elements d'aquesta taula sén
els desenvolupaments de les poténcies del binomi a + r, afegint-
hi els signes corresponents segons sigui addicié o substraccid.

Cada fila ens déna el desenvolupament d'una poténcia del binomi

i Mengoli les anomena "base primera, segona, tercera,.." segons

Perd aquestes taules de l'Elementum primum no solament
li serveixen per aquest desenvolupament i per col.locar els

nombres formant proporcions, sind que també li serveixen per’
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construir les taules de sumatoris de 1'Elementum secundum. (Veure

figura 3,

pag. 35). En aquest Elementum construeix tres taules

- - més, on col.loca els sumatoris de les parts separades i de les

parts restants d'un mateix nombre, i els sumatoris quan aquestes

parts s'eleven al quadrat, al cub, etc. La primera, la taula

"dels simbols" (Speciosa), la forma analogament a la taula

proporcional i la segona, la taula subquadratriu (Subquadratrix)

1'obté fent la composicié de la primera amb la taula dels nombres

combinatoris.!?? Perd la taula més interessant i més utilitzada

d'aquest

element és 1la taula quadratriu, que construeix

multiplicant cada base (fila) de la taula subquadratriu per un

nombre una unitat més gran que l'ordre d'aquesta base (poténcia

del binomi de la taula dels noms).

Hom es podria preguntar per qué Mengoli fa aquest

producte? Una possible resposta podria venir relacionada amb el

calcul del limit:

quan n tendeix a infinit. El denominador k + 1 és él nombre pel

qual multipliquem cada sumatori en la base k. Podriem pensar gque

Mengoli coneixia el resultat del limit aplicat a quadratures i

com que l'interessava que valgués 1, feia aquest producte.

Mengoli en 1l'Elementum secundum es dedica a .calcular el

valor dels sumatoris de la taula quadratriu dels quals_després,

En aquesta taula obté una relacié entre els seus
elements i la tota, nombre a partir del qual forma els
sumatoris, que després 1li. servira per calcular el
valor d'agquests sumatoris en funcid 4'aquest nombre.
Proposicié 4 de 1l'Elementum secundum. Veure nota n@
110 d'aquest treball. L'aplicacié 1la fa en la
Proposicid 22 de 1'Elementum secundum explicada abans.
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en l'Elementum tertium, en calculara les quasi raons. I és en 1'
aplicacidé de les quasi proporcions als elements de les taules,
.on es fa més palesa la utilitzacidé d'aquestes taules com una
eina de generalitzacid dels resultats. Aixi en el teorema 42
d'aquest Elementum, quan calcula la quasi rad entre la quadratriu
i la tota elevada a una unitat més gran que l'ordre de la seva
base i obté la unitat, estéd dient que, gquan el nombre de termes
es fa molt gran, aquesta rad tendeix a la unitat. Perd aquest
resultat no el fa per un sumatori concret, sindé per innombrables
sumatoris de poténcies, ja que el fa per qualsevol quadratriu.
També, quan en el teorema 47 de 1l'Elementum tertium Mengoli
demostra que totes les quadratrius en la mateixa base sén quasi
iguals, esta dient que, quan el nombre de termes es fa molt gran,
tots aquests innombrables sumatoris, on la suma d'exponents val
el mateix, tendeixen al mateix valor. Per tant, també obté el
resultat per innombrables sumatoris, és a dir, per sumes de
qualsevol ordre sencer positiu de poténcies i de productes‘de
poténcies. I aixi podriem analitzar totes les innombrables quasi
raons que Mengoli calcula utilitzant els elements de les taules
de sumatoris.

Perd aquestes tres taules de 1'Elementum secundum no
només 1li serveixen per calcular innombrables quasi raons, siné
que també }es emprara per formar en l‘éﬁemgntum sexgum,Ltres
noves taules que representargn figureg determinades per les
expressions algebraiques de les taules anteriors. Mengoli en
1'Elementum sextum calcula el valor de les arees de les figures

mitjancant aquestes noves taules.



5.- REMARQUES FINALS.

Els pocs gque han estudiat Mengoli només han donat a
conéixer trossos de 1la seva obra, sense intentar fer una
presentacid fidel del seu pensament ni del seu métode. Aixd és
comprensible, atesa la poca claredat en les expressions de
Mengoli i la complicacidé constant de les notacions. A més,
Mengoli no discuteix mai sobre el seu métode, ni sobre qué
representa, com feia Cavalieri constantment en la seva obra.
Tanmateix Mengoli és organitzat, sistemdtic i voluntarids pel
que fa al rigor. També és molt innovador.

El propdsit de Mengoli era, com diu ell en la carta de
1'Elementum sextum, donar fonaments més segurs al métode dels
indivisibles de Cavalieri (preceptor seu), o bé donar fonaments
s6lids a un métode nou per obtenir arees. Mengoli crea
efectivament un métode nou, que fonamenta en una teoria numérica
basada en teoremes euclidians.!? |

Aquesta teoria numérica és la principal originalitat de
Mengoli. Es basa en la idea de quasi raé i en unes taules
triangulars que 1li permeten una generalitzacidé de resultats.
Mengoli no calcula els sumatoris de poténcies donant valors, sind
gue s'inventa una construccidé original i avantatjosa d'aquests
sgmatoris._A cqntinuacié els:col;loca en unes taules triahgqlars,
obtenint unes relacions noves dels seus termes que li'n

faciliten, tot i no aconseguir una regla comi, els calculs per

123" Ja he explicat reiteradament al llarg del treball com
fonamenta en els Elements d'Euclides la seva nova
teoria. Veure apartat 2: Els fonaments del cami
iniciat per Mengoli.



qualsevol exponent sencer positiu. Aixi Mengoli pot continuar
calculant innombrables sumatoris de poténcies indefinidament.
Després d'haver obtingut aquests calculs Mengoli usa la idea de
quasi radé per estudiar a qué tendeixen aquests valors quan els
termes es fan molt grans. I altra vegada no ho fa donant valors,
sind elaborant una teoria de quasi proporcions que li permeti,
en utilitzar les taules, generalitzar els resultats.

En fer 1les quasi proporcions Mengoli no wusa mai
l'expressié "en 1'infinit" o quan el nombre "es faci infinit".
Evidentment, 1'infinit de Mengoli és potencial, en el sentit que
comprova a gqué tendeix una expressi® quan el nombre creix
indefinidament. Tampoc parla mai de dimensions. En canvi, quan
fa les quasi proporcions menysprea tots els termes d'una poténcia
menys, la qual cosa fa que es pugui identificar el limit calculat
pels matematics de l'época amb la quasi radé del teorema 42 de
1'Elementum tertium. Els matematics intentaven basicament

calcular el limit:

t-1
U’*?]; (‘;)ap‘l[c-%r

- tp+1

tendeix a 1, quan t es fa molt gran. La diferéncia entre els dos
calculs esta en que Mengoli té t-1 sumands, perd si 1li sumem t
elevat a un exponent més petit que p+1 a fi de tenir el mateix

nombre de sumands, en fer la quasi rad el resultat no varia, ja

que els termes d'una poténcia menys que p+l es menyspreen.



Mengoli va aplicar aquesta teoria, que anomena de quasi
proporcions, a la geometria, on comprova que existeix aquesta
quasi igualtat entre les arees de figures limitades per corbes

del tipus

y=xP.[t-x]*P,

amb r i p naturals, comparant-les amb l'area del quadrat de
costat 1.

Quan en el teorema 42 de 1l'Elementum tertium, Mengoli
calcula que la quadratriu i el nombre t elevat a una unitat més
gran que la base de la quadratriu sén quasi iguals, hom pensa que
Mengoli fara servir directament aquesta quasi igualtat per
calcular l'area de la corba associada a la quadratriu. Perd no
és aixi, i Mengoli estableix una quasi proporcié amb les figures.
Podriem dir que Mengoli defuig de trobar 1'area d'aquesta figura
directament, per mig del valor del sumatori quan el nombre de
linies o rectangles es fa molt gran. Mengoli s'estalvia aixi els
problemes que va tenir Cavalieri per justificar si "totes les
linies" s6n la figura o no. Mengoli, que no va fer com Cavalieri,

no compara mai dues figures mitjangant la comparacid de les

linies ni fa mai superposicié de figures, perd si que estableix ~

i
e

. quasi raons entre figures. S

*  L'originalitat de Mengoli, en aplicar aquesta teoria a la
geometria, td}ha a ésser de trobar innombrables arees de figures
associades a éxpressions algebraiques ja que la taula de les
quad{atures, que construeix en 1'Elementum sextum, es pot ampliar
tot el que es vulgui. O sigui Mengoli no busca arees de

rectangles concrets o volums de piramides.



e

Volent generalitzar, Mengoli calcula totes les arees de

figures planes en l’interval (0,1) d’expressions del tipus:
[n+1] (I;) x5 [1-x]*.

Per tant, podriem pensar que per Mengoli la funcié de la
teoria de les quasi proporcions i de les taules triangulars és,

sobretot, constituir una eina per obtenir innombrables

quadratures.
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7.-LLISTA DE SIMBOLS.

Tots aquests simbols han estat explicats en la seccidé 3.1.

\

tota, representa un nombre natural qualsevol.

abscissa o part separada, representa cada una de les

parts - senceres que es poden - separar d'una mateixa:

tota. | s

residua-. o part restant, representa el nombre que

resulfé__eﬁfer la resta t-a..

massa de totes les abscisses, representa la suma de
totes les parts senceres separades d'un mateix nombre.

des de a=1 fins a

Es a dir,;lé{sﬁﬁa de totes le:




O.an.rm. specie o element de la taula speciosa o "dels simbols",
representa el sumatori anterior afegint-hi les parts

restants. Actualment equival a:

-1 ]
Yy aPE [t-al*®
a=1

O.k.an.rm. subquadratrix o element de la taula subquadratriu,
representa el sumatori anterior multiplicat pel nombre

. combinatori corresponent. Actualment equival a:

:‘;(?) ars. [t-al® |

d.0.k.an.rm., quadratrix o element de 1la taula . quadratiu,

-..representa el sumatori anterior multiplicat per un

B T Ty e SIS

nombre una unitat més gran que la suma dels exponents.
! -

Actualment equival a:

t

[p+1]2:(§).ap*.[t—a]5" - _ =

a=1

=Y
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