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INTRODUCCIO 1

1. INTRODUCCIO

1.1 Objectiu

En aquest document s’estudien, de manera exhaustiva, diversos problemes
d’enrutament i control de flux en xarxes hibrides satel-lit-terrestre. Es considera
un escenari en que tots els components de la xarxa, tant els nodes terrestres com
els satel-litals, estan integrats en una xarxa de manera heterogenia.

Aquestes xarxes permeten oferir connectivitat a zones remotes utilitzant enllacos
per satel-lit i, en aquest sentit, permeten resoldre nombrosos problemes de
comunicacions. No obstant, també presenten diversos reptes ja que realitzen la
comunicacié mitjangant un canal mobil terrestre i un canal satel-lit (estant un a
continuacié de l'altre). Aquest projecte esta motivat per un d’aquests reptes: la
recerca de mecanismes per dur a terme, de manera eficient, I'enrutament i el
control de flux en aquest tipus de xarxes.

Aixi doncs, es vol aconseguir una xarxa on cada component, per una banda, injecti
un certa quantitat optima de flux, i per altra banda, decideixi de manera optima a
quin node adjacent ha de transmetre el flux sortint, en funci6 de la seva destinacié i
a partir d’'una certa funcié de cost o utilitat.

L’objectiu d’aquest projecte és simular algun dels algorismes existents (o
proposar-ne algun de nou, si és possible), per tal de resoldre aquests reptes, tot
analitzant-ne les prestacions. Per fer-ho, es plantejaran els problemes
d’enrutament i control de flux de manera individual i conjunta, formulant diversos
problemes d’optimitzacié convexa, i estudiant els diferents meétodes de resolucio
existents.

1.2 Metodologia

La metodologia emprada en aquest projecte es pot dividir en quatre fases.

En una primera fase s’han estudiat de manera generica diversos problemes
d’optimitzaci6 de xarxa (a partir de [1]-[5]): enrutament, control de flux, i
problema conjunt. Tanmateix, s’han estudiat diverses técniques i meétodes
d’optimitzaci6 convexa per tal d’afrontar la seva resolucié ([6]-[8]).

A la segona fase s’han resolt els problemes d’enrutament i control de flux per
separat, mitjancant la implementacié d’algorismes existents (veure [6], [9] i [10]),
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endinsant-nos en la resoluci6 d’aquests problemes a través de tecniques
d’optimitzaci6 convexa.

A la tercera fase, a partir dels fonaments teorics i funcionals adquirits a les dues
fases anteriors, s’han proposat algorismes d’optimitzaci6 del problema conjunt
d’enrutament i control de flux, a partir de técniques d’optimitzacié convexa ja
existents.

Per ultim, s’han analitzat els resultats obtinguts i les prestacions presentades per
cadascun dels algorismes posats a prova.

1.3 Estructura del document

Aquest document s’estructura en quatre parts ben diferenciades, seguint en certa
mesura, les diverses fases de la metodologia emprada.

En primer lloc, s’introduiran les diverses eines tedriques en les quals es fonamenta
el projecte i mitjancant les quals es presentaran els diferents casos d’estudi i es
desenvoluparan els diferents algorismes. En el capitol 2 es formularan de manera
genérica cadascun dels problemes sotmesos a estudi, mentre que en el capitol 3 es
descriuran les diverses tecniques d’optimitzacié convexa que seran emprades per
a la seva resolucio.

A la segona part del treball s’estudiaran els problemes d’enrutament i control de
flux per separat, proposant algorismes existents per a la seva resoluci6 i analitzant-
ne les prestacions i els resultats obtinguts. En el capitol 4 s’estudiara el problema
de maximitzaci6é de la utilitat de xarxa, vist com un problema d’optimitzacié del
control de flux. En el capitol 5, s’estudiara el problema d’enrutament amb minim
retard.

A continuaci6 s’estudiara el problema conjunt d’enrutament i control de flux, que
constitueix la part central d’aquest projecte. Aquest sera estudiat per dos models
de flux de xarxa diferents, per una sola destinacid i per multiples destinacions, que
es tractaran en el capitols 6 i 7 respectivament. En aquest problema el nostre
objectiu sera optimitzar de manera simultania I'enrutament i el control de flux. Per
fer-ho, es proposaran nous algorismes creats a partir de tecniques d’optimitzacié
convexa existents. S’analitzaran exhaustivament el funcionament, les prestacions i
els resultats obtinguts amb aquests algorismes.

Per dltim, en el capitol 8 es presentaran les conclusions d’aquest projecte.
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2.- OPTIMITZACIO DE LENRUTAMENT, EL CONTROL DE FLUX I EL PROBLEMA
CONJUNT

En aquest apartat es presenten, per una banda, els problemes individuals
d’optimitzaci6 de I'enrutament i del control de flux, on es formularan ambdds
casos per separat, de manera no conjunta. Per altra banda es formulara, a titol
descriptiu, el problema que engloba aquests dos problemes individuals, el
problema conjunt d’enrutament i control de flux, que sera ampliament estudiat en
els capitols 6 i1 7 d’aquest projecte.

2.1 Optimitzaci6 del control de flux

El control de flux és una part essencial en qualsevol protocol de transport de
dades. En les xarxes cablejades tradicionals, ja sigui el mecanisme Available Bit
Rate (ABR) en xarxes ATM o les connexions TCP best effort en una xarxa IP, el
control de flux redueix la pérdua de paquets, incrementa la utilitzacié de la xarxa i
preveu la congestio.

En el nostre cas, en xarxes hibrides satel:lit terrestre (HSTN), I'entrega fiable de
dades depén en gran part del protocol de control de flux de TCP. A continuacio6 es
presenta una idea en la que permetem que a cada node de la xarxa HSTN es pugui
autoajustar el flux originat, és a dir, es permeti un comportament elastic en funcio6
de les condicions actuals de la xarxa. Suposarem que una xarxa ofereix ample de
banda fixe o variable a una série de fonts de flux (nodes) i els hi assigna un cert
preu a aquests recursos d’acord amb la demanda existent, de tal manera que
aquestes fonts de trafic puguin “comprar” ample de banda per tal de maximitzar
una certa funcié d’utilitat.

La idea basica d’aquest mecanisme d’optimitzaci6 de control de flux es descriu de
manera exhaustiva a [11], on es proposa un algorisme descentralitzat de control de
flux en el qual I'objectiu és maximitzar la utilitat de les fonts de trafic (a partir de la
corresponent taxa de transmissio). El problema resultant tindra la forma tipica
d’un problema d’optimitzacié convexa, on els enllagos i els nodes seran vistos com
a processadors d’un sistema de computacié distribuit que maximitzaran la utilitat
de la xarxa. Cadascun d’aquests processadors executara un algorisme local,
comunicara el resultat del calcul als elements de xarxa adjacents, i el cicle s’anira
repetint. Aquest algorisme, des d’'un punt de vista global, optimitzara de manera
reactiva el control de flux.

Formularem el problema, considerant que la xarxa estara formada per un conjunt
de N fluxos, cadascun dels quals estara caracteritzat per una funcié d’utilitat Un(sn),
neN, que sera creixent, estrictament concava i continuament diferenciable, on sn
son els diferents fluxos injectats en un cert node origen i un cert node desti. La
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xarxa també estara formada per un conjunt L d’enllagos unidireccionals de
capacitat ¢, 1 € L. Per a simplificar la formulacié del problema, no tindrem en
compte quina és la topologia de xarxa i utilitzarem un enrutament fixe, és a dir, es
definiran unes certes rutes que passaran per un conjunt fixe d’enllagos des del seu
origen al seu desti.

L’objectiu del problema sera calcular els fluxos d’origen s, que maximitzen la suma
de les respectives utilitats, subjecte a les restriccions de les capacitats de cada
enllag:

maximitzar Z Un(sp)
n

subjecte a Z sp,<c¢ VIEL (2.1
nenN(l)

On N(I) és el conjunt de rutes que utilitzen I'enllag 1. Per tal de resoldre aquest
problema d’optimitzacié convexa es reformulara la expressié (2.1) a un problema
més facil de resoldre mitjancant el métode de descomposici6é dual, i posteriorment
s’aplicara el métode del subgradient. Ambdos metodes seran presentats en el
capitol 3, ila resoluci6 del problema d’optimitzacié del control de flux sera descrita
en el capitol 4, Control de flux: optimitzaci6 de la utilitat de xarxa.

2.2 Optimitzacio de I'enrutament

En I'apartat anterior s’ha realitzat una optimitzacié del control de flux a partir dels
fluxos d’origen s, també anomenats fonts de trafic origen-desti, sense tenir en
compte com s’enrutaven aquests fluxos fins arribar al seu desti. Un cop injectats a
la xarxa, aquests fluxos s6n enrutats a cada node a través d’uns certs enllacos per
arribar al seu desti, en funcié d’unes taules d’enrutament i la restriccié de les
capacitats dels enllagos, presentat a I'expressio6 (2.1).

En l'optimitzacié de I'enrutament considerarem que a cada enlla¢ hi ha un cert
trafic, el cost associat del qual voldrem minimitzar (o la utilitat del qual voldrem
maximitzar). Val a dir que en aquest apartat assumim que la xarxa té L enllagos i N
nodes (en l'apartat anterior no parlavem de N nodes si no N de rutes o fluxos
origen-desti).

En primer lloc definirem una matriu node-incidéncia que descrigui la topologia de
xarxa, d’aquesta manera:
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1 sil'enllagj surt del node i
Ajj ={—1 sil'enllagj entra al node i (2.2)
0 en qualsevol altre cas

i=1,..,N
j=1,..,L

Per tal d’explicar quina sera la relaci6 entre aquesta matriu, el trafic injectat a la
xarxa a través d'un cert node i el trafic existent a cada enllag, caldra diferenciar
entre dos models: enrutament per una sola destinacié o per multiples destinacions.

2.2.1 Formulaci6 del problema per una sola destinacio

En aquest problema tots els fluxos de la xarxa tenen un sol node com a destinacio
(model single-commodity flow). En primer lloc definirem x; com el trafic que passa
per I'enllag j. Definim també O(n) com el conjunt d’enllagos que surten del node n, i
J(n) com el conjunt d’enllagos que entren al node n. Assumim que els fluxos de
dades no tenen perdues al passar a través dels enllacos.

A cada node n, els components del vector de flux de la xarxa xi del vector de flux
injectat s, satisfan la llei de conservacié de fluxos:

Z X — Z Xj = Sp (2.3)

jeom) JeI(n)

Val a dir que en aquest problema identificarem cada flux injectat s, pel seu node
origen n, és a dir, sy sera tot el flux que injecta el node n cap a una certa destinacid
(comuna per tots els fluxos de la xarxa).

Aixo0 significara que per un node n, la diferéncia entre la suma dels fluxos sortints i
la suma de fluxos entrants ha de ser el flux injectat en el node n. La expressié (2.3)
pot ser reescrita de manera més compacta:

Ax =5 (2.4)
on A és la matriu node-incidéncia definida a (2.2).

En l'exemple de la figura 2.1 veiem que per tal que es compleixi la llei de
conservacié de fluxos s’hauria de complir xj+Xm+Xp-Xq=Sn.
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: .
D )

Figura 2.1. Exemple de fluxos entrants i sortint en el node n

Tanmateix, perque la llei de conservaci6 de flux tingui sentit es definira el
component s del node destinaci6é (sn=4) com la suma de tots els fluxos de dades
injectats amb el signe canviat:

Sia==)  sn (25
nn#d

Aixo implica que Y, s, = 0, on només una component del vector s sera negativa (la
del node desti).

En el problema d’optimitzacié de I'’enrutament es prendran els fluxos de trafic x
com les variables del problema mentre que els fluxos injectats s vindran donats (i
seran fixos).

Definim ara la funci6 objectiu:
n
f0) =) ¢;05)  @6)
j=1

on ¢;: R>R és la funcié de cost dels fluxos per l'enllag j. S'assumira que les
funcions de cost sdn convexes. | per tant, tindrem un problema d’optimitzacio
convexa que consistira en trobar I'enrutament que minimitzi la nostra funcié de
cost i satisfaci 'equacié de conservaci6 (2.4).

Aixi doncs, el problema d’optimitzaci6 de I'enrutament per una sola destinacié
queda formulat aixi:

L
minimitzar Z ?; (x]) (2.7)
X j:1
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subjectea Ax=s

Al resoldre aquest problema és possible que certs components del vector x tinguin
un valor optim nul, la qual cosa té sentit ja que al minimitzar les funcions de cost és
possible que el cost associat a la utilitzacié d'un cert enllag sigui massa elevat i
sigui convenient no emprar-lo. Val a dir que en la formulacié geneérica d’aquest
problema (2.7) no es té en compte el limit de capacitat de cada enllag.

En el capitol 5 d’aquest document s’estudia un cas especific d’aquest problema,
I'objectiu del qual és optimitzar I’enrutament per tal d’obtenir un retard minim en
la transmissié dels fluxos de xarxa.

2.2.2 Formulacié del problema per multiples destinacions

En el problema d’optimitzacié6 d’enrutament per un model de mudltiples
destinacions (també anomenat model multicommodity flow), cada node pot enviar
dades cap a moltes destinacions i rebre dades de moltes fonts.

Per tant, existeixen D nodes destinacié en la nostra xarxa, on D<N (on N és el
nombre total de nodes de la xarxa). En aquest cas definim el nostre vector flux
injectat s(MeRN, el component n-essim del qual (n#d) s.(9 denota la quantitat de
flux positiu (en bits/s) injectat a la xarxa al node origen n amb destinaci6 d.

Per definir la topologia de xarxa també utilitzarem la matriu node-incidencia A,
expressada a (2.2).

En el cas anterior, com tots els fluxos de trafic que passaven per un enllac de la
xarxa tenien la mateixa destinaci6 aquests eren expressats com a x;. Ara definim
xj(@ com el flux de trafic que passa per I'enllag j i té com a destinacié d. Definim
també tj com la suma dels fluxos de totes les destinacions que passen per I'enllag j:

= ij(d) . j=1,..,L (28

da

Assumim que els fluxos de dades no tenen perdues al passar a través dels enllacgos,
i que de la mateixa manera que en l'apartat anterior, es compleix la llei de
conservacio de flux, formulada ara com:
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d d d
Z x(@ - Z x@ =@, d=1,..,D (29)

jeom) JEI(M)
La llei de conservacio de flux (2.9) pot ser escrita de manera més compacta com:
Ax@D =s@ d=1,.,D (2.10)

De manera analoga a I'apartat anterior, perqué es compleixi (2.10) s’ha de definir
el component n de cada vector s(@ tal que n=d, com la suma de tots els altres
components del vector canviada de signe:

sf;”=—z s9 (2.11)
nn#d

Aix0 té sentit ja que els components de s positius son els fluxos injectats a la xarxa,
per la qual cosa els components s on n=d, tindran un signe negatiu i s’interpretaran
com el flux de dades que surt de la xarxa per aquell node, és a dir, la quantitat de
les dades (en bits/s) que rep el node de les altres fonts.

Un cop s’han descrit els diferents elements que intervenen en el problema, definim
ara la funcio objectiu:

L
£ = ¢t
j=1

on ¢j: RN és la funcié de cost de la suma de fluxos per I’enllag j. S'assumira que
les funcions de cost sén convexes. | per tant, tindrem un problema d’optimitzacio
convexa que consistira en trobar I'enrutament per cada destinacié que minimitzi la
nostra funcié de cost i satisfaci I'equacié de conservacié. Cal remarcar que en
comparacié amb l'apartat anterior, ara la funcié de cost dependra del sumatori de

fluxos de cada destinacio en cada enllag, el vector t; = ¥4 x].(d).

Aixi doncs, el problema d’optimitzacié de I'enrutament per multiples destinacions
formulat de manera generica queda aixi:

L
minimitzar Z (of (tj)
X j=1

subjecte a Ax@D =@ g=1,..D (2.12)
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= ij(‘”, j=1.1L

da

Analogament al problema anterior, el vector de flux injectat s vindra donat (estara
fixat) i només s’haura d’optimitzar la funcié objectiu a partir dels vectors x i t.

2.3 Optimitzaci6 conjunta de I'enrutament i el control de flux

El problema d’optimitzacié6 conjunta de l'enrutament i el control de flux és el
principal objecte d’estudi d’aquest document i és un cas mixt dels dos problemes
presentats anteriorment. En aquest cas optimitzarem una certa funci6é objectiu a
partir dels vectors de flux injectat s (associats al control de flux) i dels vectors de
flux de trafic als enllacos x (associats amb I’enrutament) de manera simultania.

A continuacié es definira el problema pels dos models d’enrutament de I'apartat
anterior: per una sola destinaci6 i per multiples destinacions.

2.3.1 Formulacio del problema per una sola destinacio

En el problema conjunt d’enrutament i assignacié de recursos per una sola
destinaciod, son valides les definicions de la matriu node-incidéncia A, el vector de
flux de trafic x i el vector de flux injectat s de l'apartat 2.2.1, aixi com les
expressions (2.3),(2.4) i (2.5) que descriuen la llei de conservacié de flux.

En aquest cas pero, la funcié objectiu del problema pot estar definida en funcié del
vector x i/o del vector s (en apartats posteriors d’aquest document sera només en
funcié del vector de flux injectat s).

Al ser un problema d’optimitzacié conjunta es minimitzara una funcié de cost
convexa (o0 es maximitzara una funcié d’utilitat concava) a partir dels vectors xi s a
la vegada. El problema queda formulat aixi:
minimitzar  f(x,s) (2.13)
X,S

subjectea Ax=s
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A aquest problema generic se li afegira una restriccié: cada enllag j té una capacitat
maxima ¢; que no podra ser sobrepassada x; <¢;, j=1,..,L. Llavors, el

problema quedara formulat aixi:

minimitzar  f(x,s) (2.14)
X,S

subjectea Ax=s

El problema sera estudiat exhaustivament i resolt en el capitol 6 d’aquest
document.

2.3.2 Formulaci6 del problema per multiples destinacions

En el problema conjunt d’enrutament i assignaci6 de recursos per mdultiples
destinacions sén valides les definicions de la matriu node-incidéncia A € RNxL, el
vector de flux de trafic x(de RL, la suma de fluxos de trafic t € RL i el vector de flux
injectat s(@e RN de I'apartat 2.2.2, aixi com les expressions (2.9), (2.10) i (2.11)
que descriuen la llei de conservaci6 de fluxos per un model d’enrutament
multicommodity flow.

De la mateixa manera que en I'apartat anterior, la funci6 objectiu del problema pot
estar definida en funci6é del vector x i/o del vector s. Al ser un problema
d’optimitzaci6 conjunta es minimitzara un funcié de cost convexa (o es
maximitzara una funcié d’utilitat concava) a partir dels vectors x(@, s@ i t a la
vegada. El problema queda formulat aixi:

inimit t 2.15
migimtzar f(x,s,t) (2.15)

subjectea Ax@ =s@  d=1,.,D

_ @ . _
tj—ij , j=1,..L

d

A aquest problema generic se li afegira una restricci6: cada enllag j té una capacitat
maxima ¢j que no podra ser sobrepassada t; < ¢;, j =1,...,L. Cal recordar que el
vector de capacitats sera una dada del problema i es considerara estatic. Llavors, el
problema quedara formulat aixi:

minimitzar  f(x,s, t) (2.16)

x,S,t



OPTIMITZACIO DE L’ENRUTAMENT, EL CONTROL DE FLUX I EL PROBLEMA CONJUNT 11

subjectea Ax@ =s@ gd=1,.,D
thCj, _]:1,,L
t

= ij(d), j=1,.1L

d

Si la funcié objectiu és separable per destinacions, el problema es convertira en D
problemes single commodity flow i es podra implementar un algorisme més senzill
per a la seva resolucié mitjancant el metode de descomposicié dual (que permetra
que el terme t; < ¢; sigui separable per destinacions)

El problema sera ampliament estudiat i resolt en el capitol 7 d’aquest document.
Val a dir que en I'exemple numeric d’aquest capitol considerarem que tots els
nodes sén origen i destinacié.
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3.- TECNIQUES D’OPTIMITZACIO CONVEXA

En aquest document s’estudien diversos problemes d’optimitzacié convexa. Per
aquest motiu és necessari definir previament qué tenen en comu els problemes
descrits en capitols posteriors i presentar-ne les técniques que s’utilitzaran per a la
seva resolucio.

3.1 Optimitzacié convexa
Podem definir un problema d’optimitzacid, de manera geneérica, com:

minimitzar f(x) 3.1
X

subjectea fi(x) <0, 1<i<m
h(x)=0 1<i<p

on x € Rn és la variable d’optimitzacié, fo és la funcié de cost o objectiu, f3,...,fm S6n
les m funcions amb restriccions de desigualtat, i hy,...hp sén les p funcions amb
restriccions d’igualtat.

A partir de (3.1) direm que es tracta d'un problema d’optimitzacié convexa si les
funcions fo,...,fm: R*2>R sén convexes, és a dir, satisfan:

filax + By) < af;(x) + Bfi(y)

per qualsevol x, y € R i qualsevol o, B € R, amb a+B=1, =0, =0 i les p funcions
h;(x) son lineals.

Per altra banda, podem dir que una funci6 f és concava si -f és convexa. Com que
minimitzar una funcié f equival a maximitzar -f, un problema d’optimitzacio6
convexa també pot consistir en maximitzar una funcié concava subjecte a unes
certes restriccions.

En general no hi ha cap férmula analitica per solucionar problemes d’optimitzacio6
convexa, pero si que existeixen meétodes molt efectius per afrontar-ne la resolucié.
A continuaci6 se’n descriuen alguns.
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3.2 Métode de Descomposicié Dual

El métode de descomposicié dual (dualitat de Lagrange) consisteix en enllagar el
problema original de minimitzacié (3.1), anomenat problema principal, amb un
problema de maximitzacié equivalent, anomenat problema dual.

La idea basica en la dualitat de Lagrange és relaxar al problema principal (3.1)
transferint les restriccions a la funcié objectiu en forma d’'una suma ponderada
d’aquests. Aixi, podem definir la Lagrangia com:

p

LoaAv) = o) + ) i) +) vk (32)
i=1 i

=1

on A>0 i vi s6n multiplicadors de Lagrange o preus associats amb l'i-essima
restriccio d’igualtat fi(x)<O i amb l'i-éssima restricci6 de desigualtat g;(x)<0,
respectivament. La variable d’optimitzacié x s’"anomena la variable principal i els
multiplicadors de Lagrange A i v s’anomenen les variables duals.

La funcié dual g(4, v) associada a la funcié objectiu principal de (3.1), es defineix
com el minim valor del Lagrangia (3.2) sobre x:

giv) = ir)}fL(x, A V) (3.3)

que és una funcié concava (fins i tot si la funcié principal no és convexa).

Els objectius principal i dual satisfan que fo(x)>g(4,v) per qualsevol x i (4,v)
factibles. La funcié dual pot ser llavors maximitzada per obtenir una cota inferior al
valor optim f* del problema original (3.1):

maximitzar g(4, v)
Av
subjecte aA>0 (3.4)
La diferéncia entre 1'objectiu principal optim f*i'objectiu dual optim g* s’"anomena

gap de dualitat, i és sempre no-negatiu. Quan f*-g* > 0 tenim dualitat feble (weak
duality) mentre que quan f*-g* = 0 tenim dualitat forta (strong duality).
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En problemes convexos en els que se satisfa la condicié de Slater, és a dir, quan el
problema és estrictament factible (i existeix una x tal que fi(x)<0 per 1<i<m i
hi(x)=0 per 1<i<p), el gap de dualitat es redueix a zero en el punt optim i per tant hi
ha dualitat forta. Aixi doncs, en aquests casos, podem resoldre el problema
principal (3.1), resolent el problema dual (3.4).

3.3 Metode del Gradient/Subgradient

Un cop hem realitzat la descomposicioé dual, la funcié objectiu obtinguda a partir
del problema principal pot ser o no ser diferenciable. Per funcions
diferenciables/no diferenciables, 'aplicaci6 del métode del gradient/subgradient
és forca convenient degut a la seva simplicitat, pocs requeriments computacionals i
possibilitat d'implementacié distribuida.

A titol descriptiu, considerant el segiient problema de maximitzaci6é concava sobre
un conjunt d’elements convex X:

maximitzar f; (x)
X

subjecte ax € X (3.5)

Tant el métode de projeccié del gradient com el del subgradient generen, a través
d’un algorisme iteratiu (veure [6]), una seqiiéncia de punts factibles {x(t)} a partir
de I'expressio:

x(t+1) =[x@)+ a(t)s(t)]x

on s(t) és el gradient de fo avaluat al punt x(t) si fo és diferenciable o el subgradient
de fo avaluat al punt x(t) si fo no és diferenciable, [-]x denota projecci6 dins del
conjunt de valors factibles de X i a(t) és la mida de pas positiva (que es descriu en
I'apartat 3.3.2).

La majoria dels problemes estudiats en aquest document han estat resolts amb el
meétode del subgradient per la qual cosa es procedeix a realitzar una descripcid
més amplia d’aquest algorisme d’optimitzaci6 convexa.

El metode del subgradient, desenvolupat per Shor [16] a la URSS durant els anys
setanta, és un algorisme simple per minimitzar una funcié convexa no
diferenciable. Es molt semblant al métode del gradient per funcions diferenciables,
pero amb algunes petites modificacions. Per exemple, el metode del subgradient
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no és un metode de tipus descent com el meétode del gradient, és a dir, el valor de la
funci6 que minimitzem pot créixer al llarg de les iteracions.

En general, el metode del subgradient és un metode lent, pero és molt simple i pot
ser aplicat a una gran varietat de problemes. Pot ser combinat amb tecniques de
descomposici6 dual (apartat 3.1) per tal de desenvolupar algorisme distribuits per
alaresolucié de problemes de optimitzacié convexa.

3.3.1 Formulacio del métode del subgradient

Suposem que f(x) : R* = R és una funcidé convexa. Definim el subgradient de f a x
com qualsevol vector g que satisfa la inequacio:

fO)=f)+g9"(y—x) vy

Si definim x(®) com x a la iteraci6 k-eéssima i g és algun subgradient de f a x(k)
tenim que, per minimitzar f, el métode del subgradient utilitza la iteracié (veure

[10]):

xHD = () _ g g0

On ak > 0 és la k-éssima mida de pas. D’aquesta manera, a cada iteracié del metode
del subgradient, fem una passa en direcci6 al subgradient negatiu. Quan f és
diferenciable, I'inic possible valor de gk a cada iteracid, és Vf(x®), i el metode del
subgradient esdevé llavors el metode del gradient (excepte per la tria de la mida de
pas o).

Com que el metode del subgradient no és un metode del tipus descent, s’acostuma
a conservar el millor punt trobat en cada iteraci6 (en el cas de minimitzar, el valor
més petit que pren la funcid):

) _ [ ek=D) k
féptima - mln{fc‘)ptima 'f(x( ))}

on ﬁ]g?ima és el millor valor objectiu trobat en k iteracions.
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3.3.2 Criteris de tria de la mida de pas

D’acord amb [10], s’utilitzen diversos criteris per escollir la mida de pas ay:
- Mida de pas constant. En aquest cas a; és una constant, independent de k.

- Llargada de pas constant. Es compleix que a), = h/||g("‘)||2 el que significa que se
satisfa:

[x @+ — x@|| =k

- Sumable quadraticament pero no sumable. Les mides de pas satisfan:

[°) )
Z a’% < oo’ Z ak - m’
k=1 k=1

- Disminuci6 no-sumable. Les mides de pas satisfan:

[ee]

lim a;, =0, Zak=oo
k-
k=1

Per aquest criteri, un exemple tipic de mida de pas és ax=a/Vk, on a>0.

En la implementacié del métode del subgradient dels problemes plantejats en
aquest document s’ha utilitzat el primer criteri (mida de pas constant), amb valors
de mida de pas compresos entre 0.0011i 0.5

3.3.3 Convergeéncia de I'algorisme

Tal i com es comenta en [10, §1.2], per una mida de pas constant, el métode del
subgradient garanteix la convergencia de l'algorisme dintre d’un cert rang prop del
valor optim, és a dir:

lim £ — fr<e

k—oo’ OPtima

on f* representa el valor optim del problema (p.e. f*=inf f(x)). Aixo significa que el
meétode del subgradient troba un punt e-suboptim en un nombre finit de passos.
Aquest nombre € és directament proporcional al valor de la mida de pas.

Quan la funci6 f és diferenciable podem assegurar que el metode del subgradient
amb mida de pas constant aconsegueix convergir al punt optim (sempre que el
valor de la mida de pas sigui suficientment petit).
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3.4 Meétode de Newton

Per x € f, el vector
Axpe = =VAf(x)7'Vf(x)  (3.6)

s’anomena pas de Newton (per f, a x) i constitueix la base per diferents estratégies
d’optimitzacié. Es pot interpretar com la direccié que apunta de la manera més
directa a l'error minim, quan és avaluada en qualsevol punt d'una superficie
quadratica. Quan la aproximaci6é quadratica no és valida (la qual cosa succeeix la
majoria de les vegades), és necessari calcular la expressié (3.6) de manera
iterativa.

De fet, la aproximacié de Taylor de segon ordre fde fax,
. 1
flx+v)=fx)+Vf(x)Tv+ EUTVZf(X)U

és minimitzada quan v=Ax,,;. Llavors, el pas de Newton Ax,,; és el que hem d’afegir
al punt x per minimitzar la aproximacio6 de segon ordre de f a x.

Aixi doncs, es pot dir que si una funcié f és quadratica, llavors x+Ax,,; és el
minimitzador exacte de f. Si la funcio f és quasi quadratica, x+Ax,,; acostuma a ser
un molt bon estimador del minimitzador de f.

Un altre parametre important pel que fa aquest metode és
A() = (VFC)TVAf )~V ()2

que s’anomena el decrement de Newton a x, i és forca util en la definicié6 d’'un
criteri de parada d’un algorisme iteratiu basat en aquest métode.

3.4.1 Métode de Newton per minimitzaci6 sense restriccions

Per problemes de minimitzacié sense restriccions, I'estructura d’un algorisme que
utilitzi el metode de Newton és la segiient [7]:
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Donat un punt inicial x € dom f, tolerancia € > 0
Repetir
1. Calcular el pas i el decrement de Newton
Axne = =VAf () TV (x); A(x) = (VA TVAf () MV (x))/2.

2. Criteri de parada. Sortir si A12/2<¢
3. Recerca de linia. Escollim la mida de pas t per recerca de linea
Backtracking

4. Actualitzar x:=x+t Ax,;

Val a dir que la recerca de linia és un mecanisme que s’utilitza en els metodes
Descent (veure [7, §9.2]) per trobar la mida de pas t. En concret, la recerca de linea
Backtracking és un tipus de recerca de linia molt practic (facil d'implementar) que
depen de dues constants o i B, on 0<a<0.5, 0<B<1 i, aplicat al metode de Newton, té
el seglient funcionament:

Donada una certa direccié Ax,; perfax € domf
t:=1
mentre f(x+tAx,,)>f(x)+atVf (x)TAx,,, t:=pt

3.4.2 Metode de Newton estandard per minimitzacié amb restriccions
d’igualtat

El meétode de Newton també pot ser adaptat per problemes de minimitzacié amb
restriccions d’igualtat (Equality constrained minimization), que tenen la forma:

minimitzar f(x) 3.7)
subjectea Ax = b

on f: >R és convexa, dos vegades diferenciable i continua, i A € RPx amb rang
{A=p<n}. Assumim que existeix una solucié optima x*, i utilitzem p* per denotar el
punt optim p*=inf{ f(x) | Ax=b }=f(x*).

Cal remarcar que en aquest cas, un punt x* € dom f per (3.7) és optim si i només si
hi ha un vector v* € RPp tal que es compleixen les equacions de validesa principal i
dual, que s6n respectivament:

Ax*=b, Vf(x*)+ATv* =0 (3.8)
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Llavors aquest metode sera el mateix que en l'apartat 3.4.1, excepte per dues
diferencies:

i) El punt inicial ha de ser factible (satisfer x € dom fi Ax=b)

ii) La definici6 del pas de Newton s’ha de modificar per tal de tenir en
compte les restriccions d’igualtat (per assegurar-nos que el pas de
Newton Ax,,;, és una direcci6 valida (p.e. A*Ax,; = 0).

Per aquest motiu, a partir de I'analisi de [7], haurem de derivar una nova expressio
del pas de Newton que estara caracteritzada per:

0 L[]

A partir de (3.9), x+Ax,,; sera un bon estimador de la solucié x*, i w ho sera de la
variable dual optima v*, de tal manera que satisfacin les equacions de condicions
d’optimalitat (3.8).

Per tant s’executara el mateix algorisme que en I'apartat anterior amb la Unica
diferéncia en el procés de calcul de Ax,,;.

3.4.3 Meétode de Newton amb restriccions d’igualtat i inici no factible

Es pot desenvolupar una extensié pel metode de Newton de I'apartat anterior, en
la que els punts inicials poden no ser factibles, és a dir, no s’ha de satisfer
necessariament Ax(9=b. No obstant s’ha de satisfer x(0) € a dom f.

En primer lloc expressarem les condicions d’optimalitat com a components d’un
residu r(x*v*) que volem reduir a zero, onr: R x RP > R0 x RP

(%, v) = (Tguar(x, V), Tpri(x, 1))
On:

Tauar (X, v) = Vf(x) + ATy,
Tpri(x,v) = Ax — b
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En aquest cas utilitzem un pas de Newton Ax,; que ve caracteritzat per aquest
residu a partir de la expressié:

[ A ] =[] ==[FL 8] o

D’aquesta manera ens quedara el segiient algorisme:

Donat un punt inicial xedom f, v, toleranciae >0, a<(0,1/2), B€(0,1)
repetir

1. Calcul passos de Newton AX,,; i Avy;
2. Recerca de linia backtracking
t=1

mentre ||[r(X + tAX,;, v + tAv,)|l, > (1 — at)||r(Z,v)|l, , t=pt
3. Actualitzacié X == x + tAX,; i v == v + tAv,

fins que ||r(%, v)|[2<e i Ax=Db

El métode de recerca de linia backtracking emprat en aquest algorisme, és
semblant al de l'apartat 3.4.1 pero esta basat la norma del residu actualitzat en
comptes de la funcié actualitzada (amb el nou pas de Newton). Valors de a i
petits (p.e. 0.1) aconseguiran més precisié en cada iteracié de la recerca de linia
pero requeriran més capacitat computacional.

Val a dir que aquest algorisme permet aplicar el metode de Newton a problemes on
sigui dificil donar un punt inicial x(® (com succeeix p.e. en I'apartat 6.7) , és a dir,
ens simplifica la tria de condicions inicials.

3.5.- Metode de la barrera logaritmica

A continuacié es proposa un metode del tipus interior-point per resoldre
problemes de minimitzacié amb restriccions de desigualtat (inequality constrained
minimization problem), que tenen aquesta forma:

minimitzar f,(x) (3.11)
subjectea fi(x) <0, i=1,..,m
Ax =b
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on fo,...fm : /™ = R sén convexes, continues i dos vegades diferenciables, i AeRpxn
amb rang A = p < n. Assumim que el problema és solucionable, és a dir, que existeix
un valor x* optim.

També assumim que el problema és estrictament factible, és a dir, que existeix x €
dom f,, que satisfa Ax=b o fi(x)>0 per i=1,... m.

El nostre objectiu és formular, de manera aproximada, el problema amb
restriccions de desigualtat (3.11) com un problema amb restriccions d’igualtat que
pugui ser resolt pel métode de Newton.

En primer lloc reescriurem el problema (3.11), fent implicites les restriccions de
desigualtat en la funci6 objectiu:

m

minimitzar fy(x) + Z :11_(ﬁ(x)) (3.12)

subjectea Ax = b

i

on I_: R>N ésla funcid indicador per reals no-positius:

_ (0 u<so
I”_{oo u>0

La idea basica del metode de la barrera (logaritmica) és aproximar la funcié
indicador I_ per la funcié:

N 1 -
L(u)=- (;) log(—u), domlI_=-R,,

on t>0 és el parametre que assigna la precisié de I'aproximacié. Com la funcié I_, la
funcié I_és convexa i no-decreixent, i per convencio, prendra el valor co per u>0. A
diferencia de I_ pero, [ és diferenciable i tancada: creix cap a infinit quan u creix
capa0.

Substituint I_ per I_a (3.12) tenim 'aproximacio:

minimitzar fy(x) + Zil — (%) log(—fi(x))

subjecte a Ax = b (3.13)
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Aqui, I'objectiu de la funci6 és convex, ja que -(1/t)log(-u) és convexa i creixent en
u, i diferenciable. Assumint que també és tancada, es pot aplicar el metode de
Newton per resoldre el problema (3.13). La funcié:

B0 = = ) log (~£:()
i=1

amb dom ¢={x € R" | fi(x) < 0, i=1,...,m} s’"anomena la barrera logaritmica (o log-
barrera) pel problema (3.11). El seu domini és la serie de punts que satisfan les
restriccions de desigualtat de (3.11) de manera estricta. No ens importa quin sera
el valor (positiu) de t, la barrera logaritmica creixera il-limitadament si fi(x)=>0,
per qualsevol i.

Podem reescriure el problema equivalent a (3.13)

minimitzar tfy(x) + ¢(x) (3.14)
subjectea Ax=b

que tindra els mateixos minimitzadors que el problema (3.13), podra ser resolt
facilment pel métode de Newton amb restriccions d’igualtat, i tindra una unica
soluci6 per cada t> 0.

L’algorisme proposat per solucionar el problema (3.14) mitjancant el métode de la
barrera (logaritmica) té la segiient forma:

Donats els punts estrictament factibles x, t:=t(0>0, u>1, tolerancia € > 0
Repetir
1. Pas de recerca de centre

Calcular x*(t) minimitzant tfo+¢, subjecte a Ax=b (p.e. amb meétode
de Newton)

2. Actualitzar x:=x*(t)
3. Criteri de parada. Sortir si m/t<e
4. Incrementar t:=pt

Per valors de p petits, incrementarem la t més a poc a poc, aconseguint més
precisio a cada iteracié pero requerint més iteracions.
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4.- CONTROL DE FLUX: OPTIMITZACIO DE LA UTILITAT

En aquest capitol s’estudia el control de flux en xarxes que tenen un enrutament
fixe, és a dir, el nostre objectiu sera la implementacié d'un o més algorismes que
obtinguin el valor optim del flux s injectat a la xarxa, assumint que aquest seguira
una ruta estatica des d'un cert node origen fins a un cert node desti.

Considerem una xarxa que consisteix en una serie de L enllacos unidireccionals de
capacitat c. La xarxa esta compartida per una serie de N rutes, cadascuna de les
quals tindra un flux injectat associat sn i estara caracteritzada per una funcié
d’utilitat Un(sn), que sera creixent i concava en la seva taxa de transmissio sn. El
nostre objectiu sera calcular els fluxos injectats que maximitzin la suma d’utilitats
Ys,en Un(sy) respecte sn subjecte a les restriccions de les capacitats.

En equilibri, els fluxos injectats que comparteixen els mateixos enllacos no tenen
que compartir necessariament la capacitat disponible d’aquests de manera
equitativa.

A T'apartat 4.1 es formulara el problema d’optimitzacié de control de flux, mentre
que als apartats 4.2 i 4.3 es proposaran dos metodes per resoldre’l: el métode del
gradient i el meétode de la barrera logaritmica respectivament. Finalment a
I'apartat 4.4, aquests seran posats a prova a través d'un exemple numeric i
s’analitzaran els resultats obtinguts.

4.1 Formulacio del problema

Considerem la xarxa descrita en I'apartat anterior, que consisteix en una serie de L
enllacos unidireccionals de capacitat c;, | € L. La xarxa esta compartida per una
série de N fluxos injectats, cadascun dels quals seguira una certa ruta n (on L(n) €
L) des d'un node origen fins a un node desti.. Aquesta ruta estara formada per el
conjunt d’enllacos que utilitza el flux sn. Cal remarcar que cada ruta n tindra una
certa funcié d’utilitat associada Un(sn) en funcié del flux injectat sn. Per ultim,
assumim que | € L(n) si i només si n € N(1), on N(I) és el conjunt de rutes que
passen per un enllac 1.

Formulem doncs el problema principal com:

rr;axz Un(sp) (4.1)
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subjecte a Z s, <¢, L=1,.,L
nen(l)

La restricci6 de (4.1) ens indica que la suma de tots fluxos injectats sy, les rutes
dels quals passin per I’enllac I, no poden sobrepassar la capacitat ci.

La funcié d'utilitat associada cada ruta n, que depén del flux injectat sy, sera la
seguent

Un (Sn) = log(sn) (4‘2)

Existeix un Unic valor que maximitzi el sumatori de funcions d’utilitat, que
anomenarem solucié optima principal, ja que aquest sera estrictament concau i
continu.

4.2 Aplicaci6 del metode del gradient

A continuacié es proposa un metode descentralitzat que consistira en tractar els
diferents enllagos i nodes origen com a processadors d'una xarxa de calcul
distribuit. Aixi doncs, cada processador executara un algorisme local, comunicara
el seu resultat de calcul als altres i el cicle es repetira iterativament.

A cada iteracid, un algorisme calculara un preu pi (p.e. per unitat d’ample de
banda) per cada enllag 1 € L. El node font rebra el preu total que ha de pagar per
transmetre un flux injectat s, (el preu per cada enllag que utilitzi), que es
transmetra a través dels enllacos que formin la seva ruta n. D’aquesta manera el
node font triara un flux injectat s, que maximitzi en el seu propi benefici la utilitat
de la transmissié menys el cost, és a dir Un(sn)- p"sy,.

L’algorisme utilitzat per optimitzar el control de flux és parcialment asincron, és a
dir, els nodes origen i els enllagos poden realitzar els calculs basant-se en
informacié lleugerament obsoleta, comunicant-se a diferents temps i amb retards
substancials, com els que poden existir en xarxes hibrides satél-lit-terrestre.
Segons [11], sempre que els intervals entre actualitzacions tinguin un temps
limitat, I’algorisme convergira i podra proporcionar uns valors optims de flux
injectat.

Com que la funci6 objectiu (sumatori de funcions d’utilitat), és separable en els
diferents components sy, els fluxos injectats sn es poden acoblar amb la restriccié
de I'expressio (4.1).
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La resoluci6 directa del problema principal (4.1) requeriria una certa coordinacié
entre tots els nodes que injecten flux a la xarxa, la qual cosa no és factible en les
xarxes reals. Per aquest motiu, formularem el problema dual associat aplicant el
metode de descomposicié dual, descrit a I'apartat 3.2, i a continuacié aplicarem el
meétode del gradient.

Definim la Lagrangiana:

Lop) =) UnG) = ) mi ) sa=c)  (43)

n 1 nenN(l)
= Z(Un(sn) — Sy Z p) + Z picy
n leL(n) l

La funci6 objectiu del problema dual sera llavors:

D(p) = max L(s,p) = max Z(Un(sn) — Sy Z
sn *n n leL(n)

= Z B,(p"™) + Z pic
n 1

p) + Z pic (4.4)
7

on:

B,(p") = max U, (sp) — spp™
p" = Z 14
leL(n)

i el problema dual és:

min D(p) (4.5)
subjecte a p>0

Si interpretem pi com el preu per unitat d’ample de banda a I'enllag 1, llavors p» és
el preu total per unitat d’'ample de banda per tots els enllacos de la ruta n. Llavors
snp? representa el cost de 'ample de banda de la ruta n quan transmetem a una
taxa de transmissio sy, i Ba(p®?) representa el benefici maxim que podem aconseguir
al preu pn.
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Cal destacar que, donat el vector de preus optim p*, els nodes origen poden trobar
de manera distribuida el flux injectat s, Optim, sense necessitat de coordinar-se
amb els altres nodes.

Donat un cert p», es resoldra per cada ruta n:
S;; (pn) = arg ma%([Un (Sn) - pnsn] vn (46)
Sp2

A partir de la funcié d’utilitat logaritmica definida a (4.2), haurem de resoldre a
cada iteracio:

sy (p™) = argmaxg >o[log(s,) — p"s,] Vn

sp (p™) =1/p" (4.7)

Com que la solucié de (4.7) és tnica, tenim que la funcié dual D(p) és diferenciable
i per tant pot ser emprat el métode del gradient, mitjangant el qual actualitzarem, a
cada iteracid, els preus pl associats a cada enlla¢ 1 de la seglient manera:

P+ D= PO -a- ) sEO)

n:leL(n) "

on t és el nimero de iteracid, a > 0 és la mida de pas, i [-]+ denota projecci6 a
'ortant no negatiu (estem acoblant una restriccié de desigualtat).

La variable dual p(t) convergira a I'd0ptim dual p* quan t=>oo, i com que el gap de
dualitat per (4.1) és zero, i la solucié de (4.7) és Unica, la variable principal s*(p(t))
també convergira a la variable optima principal s*.

4.3 Aplicaci6 del metode de la barrera logaritmica

D’acord amb la formulacié del metode de la barrera logaritmica, realitzada a
I'apartat 3.5, hem de reescriure el nostre problema per tal de poder expressar
quins enllacos son utilitzats per cada ruta en la restriccié requerida per aquest
metode. En primer lloc definirem una matriu A € RN, que descriura les
correspondencies entre les N rutes i els L enllacos existents a la xarxa i ens
permetra reescriure la restriccié utilitzada a (4.1) XpenqySn < ¢, per =
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1,..,L com As <c ons e RNic e RL D’aquesta manera, reescriurem el problema
(4.1) com:

Sn

minimitzar —Z U,(s,) (4.8)
n

subjectea As <c

Convertim la restricci6 de (4.8) en la funci6 barrera logaritmica:
P(s) = —Z log(c, —als)
1

On ai17,..., aLT sén les files de A (corresponents a cada enllag). Acoblant la barrera
logaritmica a la funcié objectiu i substituint la funcié principal reescrivim el
problema de la seglient manera:

minimitzar — tz log(s,) — Z log(c, —als) (4.9)
n l

Utilitzem l'algorisme de la barrera logaritmica proposat a l'apartat 3.5, que
emprara el metode de Newton sense restriccions de manera iterativa i 'estrategia
de recerca de linia backtracking. Si anomenem f{s) la funcié a minimitzar de
I'expressi6 (4.9), per tal d’aplicar el metode de Newton haurem de calcular Vf{s) i

VZ2f(s):

Vf(s) = — (é) +ATd

2 — ; i T gi 2
Vef(s) =tdiag -2 + A'diag(d*)A

on els elements del vector d € RL vénen donats per:

1

dy = —————
ENCETD)

A partir d’aquests elements podrem calcular el pas i el decrement de Newton,
seguint les especificacions de I'apartat 3.4.1, aixi com el criteri de parada basat en
el decrement de Newton. Utilitzarem una estrategia de recerca de linia
backtracking que seguira el seglient funcionament:
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repeteix
s":=s+kAs,;
si (As'<c) i (—tX,log(s'y) — Xilog(c,—als’) < f(s) — akAsy,
s=s’
sortir

ki=kpB

on a i B s6n constants positives, As,; és el pas de Newton (veure expressié 3.6), i k
és el factor que estem buscant amb l'estrategia de recerca de linia backtracking.

4.4 Exemple numeric

A continuacié es presenta un exemple numeric per tal d’il-lustrar de manera
simplificada el problema de control flux com a problema d’optimitzacié d’utilitat
de xarxa.

Posarem com a exemple la xarxa hibrida satel-lit-terrestre de la figura 6.2, on una
série de terminals s’han de comunicar amb un certa destinaci6 remota i tenen la
possibilitat de fer-ho per dues vies: a través d'una xarxa WiMAX que estara
connectada alhora via satel-lit (p.e. Inmarsat-4) o via terrestre amb una connexio
ADSL genérica. S’han pres valors realistes de cabal contractat. Aquests valors
representen el limit de capacitat associat a cada enllag.

10Mbps

Figura 4.1. Exemple de model de xarxa pel problema de maximitzaci6 d’utilitat de xarxa
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4.4.1 Model equivalent de topologia de xarxa

Podem representar la xarxa de la figura 4.1 amb el model equivalent de la figura
4.2, en el que s’ha realitzat la conversié lunitat de trafic = 512Kbps. El vector de
capacitats sera per tant: c=[420108 164221 0.520 10 20]
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Figura 4.2 Model equivalent de topologia de xarxa

Com a dada del problema es donen també les rutes unidireccionals (figura 4.3),
que son fixes. Hi haura sis rutes o fluxos possibles(que per exemple poden
correspondre a sis usuaris diferents). Cada enlla¢ pot portar més d’un flux diferent
i el valor d’'un mateix flux no variara al passar pels diferents enllagos (és a dir que
no es consideren perdues).
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Figura 4.3. Rutes o fluxos fixats (dada donada del problema).

A partir dels sis fluxos de la figura 4.3 podem construir la matriu A, que ens
indicara quins enllagos fa servir cada flux:

0 1 1 0 0 0

0 01 1 0 1

1 1 0 0 0 O

0 0 0 0 1 1

1 0 01 0 O

100 0 10 A;j =1 si Uenllagi és utilitzat pel fluxe j
A=10 0 0 1 0 1 on {A-‘ =0 altrament

100 010 Y

0 00 0 0 1

0 0 01 0O

0 01 010

01 0 0 1 0

0 1. 1 0 0 o

4.4.2 Resultats de la simulacio

S’han implementat el metode del gradient i el metode de la barrera logaritmica en
Matlab per tal de resoldre el problema d’optimitzaci6 de control de flux. En la taula
4.1 es presenten els resultats obtinguts.
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Ruta Flux Valor
injectat s* convertit
1 1 512Kbps

2 2 1Mbps

3 2 1Mbps
4 0.5 256Kbps
5 1 512Kbps
6 1 512Kbps

Taula 4.1 Valors optims de flux injectat s*

A partir del valor optim de flux injectat a cada ruta (o usuari) és interessant veure

quin és el factor d’utilitzaci6 de cada enllag Fi= M (taula 4.2):
l

Enllag F1
1 100%
2 17.5%
3 40%
4 25%
5 9.375%
6 50%
7 75%
8 100%
9 100%
10 100%
11 15%
12 30%
13 20%

Taula 4.2. Factor d’utilitzacié de cada enllag, en equilibri.

Com es pot veure, només son quatre els enllacos que estan aprofitats al maxim i
corresponen als enllagos que només soén utilitzats per una sol flux o ruta (enllagos
1, 8, 9 i 10). Per tant, en aquest cas, els enllagos que sén utilitzats per més d’'una
ruta no estan aprofitats al maxim (estan sobredimensionats). Es interessant també
observar el preu assignat p1 a cada enllag amb el metode del gradient (taula 4.3):

Enllag pi* Enllac¢ pi
1 5 8 10
2 0 9 10
3 0 10 20
4 0 11 0
5 0 12 0
6 0 13 0
7 0

Taula 4.3. Valors optims del vector de preus p*.
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Veiem com els Unics enllagos que tenen un preu p; > 0 s6n precisament els que
estan al limit de capacitat (s’interpreta que sén els que tenen una major demanda i
per aquest motiu tenen un preu elevat). Els altres enllacos, on hi ha capacitat
disponible, permeten transmetre flux de manera gratuita.

No obstant, en un altre escenari on la quantitat mitja de fluxos per enllag¢ sigui molt
més elevada, la mitja del factor d’ocupacié dels enllagos sera més elevada.

4.4.3 Analisi de les prestacions dels algorismes

A continuaci6 es compararan les prestacions dels dos algorismes utilitzats per tal
d’analitzar la seva eficiéncia en el procés d’optimitzacié de control de flux d’aquest
exemple numeric. S’ha escollit un valor de mida de pas a=0.05 en el métode del
gradient (si utilitzem un valor més gran l'algorisme no convergeix), mentre que
s’ha escollit uns valors de a=0.1 i $=0.8 per I'estrategia de backtracking del metode
de la barrera logaritmica.

Evolucié funcié d'utilitat
15 T

T
—— Metode del gradient
—— Metode de la barrera logaritmica
——- Valor optim sum(U*)

lteracio

Figura 4.4. Evoluci6 de la funcié d’utilitat pels dos algorismes

Ala figura 4.4 veiem com evoluciona a cada iteracié la funcié d’utilitat principal del
problema per cadascun dels algorismes. Es facilment visible que en poc més d’'una
desena d’iteracions, el metode de la barrera logaritmica assoleix practicament el
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valor optim, mentre que el metode del gradient tarda de l'ordre de milers
d’iteracions per assolir-lo.

Si ens fixem en la figura 4.5, on es representa el gap d’optimalitat principal, és a dir
la diferéncia entre el valor optim i el valor de la funcié d’utilitat a cada iteracié (per
ambdos algorismes), podem veure que en el meétode del gradient s’aconsegueix
una precisié de 108 (respecte el valor Optim) en aproximadament 2,5x103
iteracions, mentre que en el metode de la barrera logaritmica s’aconsegueix la
mateixa precisiéo en només 10 iteracions.

Gap d'optimalitat principal
10 T —

— Metode del gradient ]
—— Metode de la barrera logaritmica

sum{U(s))-sum{U*)

10° L R | L | L |

10 10' 10° 10° 10*
lteracid

Figura 4.5 Gap d’optimalitat principal en ambdés algorismes

En conclusi6, el metode de la barrera logaritmica té una rapidesa de convergéncia
significativament major que el metode del gradient. No obstant, a 'emprar el
metode de Newton, I'algorisme no es podra implementar de manera distribuida:
cada node que injecti un flux i vulgui controlar-ne el seu valor dptim necessitara
informacié sobre nodes remots, i per tant requerira l'existéncia d'un coordinador
que centralitzi el procés d’optimitzacié. En canvi, emprant el metode del gradient,
si que es pot construir un algorisme distribuit, on cada node pugui calcular de
manera local el flux que pot injectar per tal de maximitzar-ne una certa funcio
d’utilitat global, prenent una decisi6 a partir del vector de preus i amb un nombre
d’operacions molt menor (requereix menys capacitat computacional).
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5. ENRUTAMENT AMB MiNIM RETARD

En aquest apartat es presenta un problema l'objectiu del qual és aconseguir
I’enrutament amb el minim retard possible. Amb la resolucié d’aquest problema es
pretenen il-lustrar de manera simple els metodes de descomposiciéo dual i del
subgradient que s’utilitzaran més extensivament en el problema conjunt
d’enrutament i control de flux (apartats 6 i 7).

5.1 Formulacié del problema

Considerem una xarxa amb L enllagos i N nodes. Denotarem x; com el flux o trafic a
I'enllag j, amb x; > 0 si el flux segueix la direccié predeterminada de I’enllag o amb x;
< 0 si el flux segueix el sentit contrari. També definirem s; com el flux extern que
s’origina en el node i.

Els fluxos de la xarxa han de satisfer I'’equacié de conservacié presentada en
I'apartat 2.2, garantint que el flux total entrant de cada node ha de ser igual al flux
total sortint, incloent els fluxos externs s. Aixi doncs es complira Ax=s on AeRNxL
és la matriu node-incidencia que descriu la topologia de xarxa, d’aquesta manera:

1 sil'enllagj surt del node i
A;jj =4—1 sil'enllagj entra al node i
0 en qualsevol altre cas

Prendrem els fluxos de trafic x com les variables del problema mentre que els
fluxos externs origen s vindran donats (i seran fixos).

Definim també una funcié objectiu:

L
) =) )
j=1

on ¢;: R>R és la funcié de cost dels fluxos per l'enllag j. S'assumira que les
funcions de cost sén convexes. I per tant, el nostre problema d’optimitzacié
consistira en trobar I'enrutament que minimitzi la nostra funci6 de cost i satisfaci
I’equacié de conservacio:
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n
minimitzar Z b; (xj) (5.1)
j=1
subjectea Ax=s

Per resoldre aquest problema aplicarem el métode de descomposicié dual (descrit
en 'apartat 3.2), i a continuacié utilitzarem el metode del subgradient per resoldre
el problema dual. Cal remarcar que de moment ignorarem les restriccions de les
capacitats de cada enllag i 'expressié exacta de la funcié de cost. Per altra banda,

no imposarem que la x sigui positiva, és a dir, si el valor de x* optim és negatiu
significara que el sentit del flux optim sera el contrari del predeterminat.

A partir del problema principal (5.1), formem la Lagrangiana:
n
L(x,v) = Z ¢i(x;) +v7(s—Ax)
j=1
n
= Z 1(¢j(xj) - (a]v)x) + v's (5.2)
Jj=
on gj és la j-essima columna de A.
La funci6 dual q(v) és:

q(v) = ir;f L(x,v)

n

Z i}?jf (¢;(x)- (af v)x;) + v's (5.3)

j=1

n
- Z ¢; (af v) +vts
j=1

on ¢;* és la funcié conjugada de ¢;:
o; ) =sup (yx; — ¢;(x)))  (5:4)
[ per tant el problema dual és el seglient problema convex sense restriccions:

maximitzar q(v) (5.5)
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Els valors de x que maximitzin gq(v) seran els valors dptims del problema principal.
Assumirem que les funcions de cost ¢; sén estrictament convexes per la qual cosa
es pot assegurar que per cada y existira un Unic valor que maximitzi yx;-¢j(x;). Si ¢j
és diferenciable, llavors aquest valor maxim sera x;*=(¢";)1(y).

En conclusio, podrem solucionar el problema principal a través del problema dual
(5.5), de la seglient manera: primer resoldrem el problema dual maximitzant q(v)
per obtenir les variables duals optimes v*, llavors la solucié optima del problema
principal vindra donada per:

x = x(afv7) = [¢p]](afv")

Aixi doncs, el flux optim en I'enllag j sera una funcié de la variable dual optima v.
Un cop hem definit el problema de manera genérica, particularitzarem el problema
per la funcio de cost [10] [13]:

.
¢; (%) = Cl—]l
]

— |xj| per ¢; >0 (5.6)

Per x; > 0, aquesta funcié expressa el retard d'una cua M/M/1, amb temps
d’arribades exponencial amb taxa x; i temps de servei exponencial amb taxa ;. La
constant cjl’lanomenarem capacitat de I'enllac j. Assumirem que el flux de trafic, tal
i com s’ha formulat el problema, pot anar en qualsevol dels dos sentits d'un enllag.

Seguint les indicacions descrites a [10, §5.6]:

C_] — , a;v> —
a’v g
]
Xx; = arg min (Z(a’rv) — ('b(z)) = < 0 |aT'IJ| < l (5 7)
J zedom ¢; ] J ' J B Cj .
Cj 1
, C:
—afv J
\ ]
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5.2 Aplicacio del metode del subgradient

Utilitzarem el métode del subgradient, presentat en I'apartat 3.3 per solucionar el
problema dual (5.5). En primer lloc haurem de trobar un subgradient per la funcio
dual negativa -q (és el mateix maximitzar q que minimitzar -q). Segons [10, §5.4],
obtenim un subgradient per la funci6é dual negativa -q, d’aquesta manera:

9:(W) = ajx —s;

De manera intuitiva podem descriure aquesta expressiéo com el residu o flux
sobrant en el node i, per cada condicié de la llei de conservacio de fluxos.

Aixi doncs, el meétode del subgradient aplicat al problema dual es pot expressar
com:

* . * T
Xj = ij(aj v)
gii= a;x—s; (5.8)
Vii= U —ag;

on a és la mida de pas (es pot anar variant amb cada iteracié o deixar fixe). En
aquest cas veiem com l’actualitzaci6 del vector de preus vi no requereix realitzar la
projeccio6 a 'ortant no-negatiu (com en I'apartat 4.2) ja que la restricci6 associada
és d’igualtat.

El meétode del subgradient consisteix en queé donat el valor actual de les variables
duals v;, calculem els fluxos x; (per saber el flux d'un cert enllag només necessitem
saber els valors v; dels nodes que hi ha a I'extrem d’aquest enllag) a partir de
I'expressié (5.7). En aquest punt podem calcular el flux sobrant gi a cada node i.
Finalment, actualitzem les variables vi en funci6 dels fluxos sobrants, d’acord amb
(5.8). Aquesta actualitzaci6 sera molt simple: incrementem v; si el node i té un flux
sobrant positiu, el que comportara reduir el flux que anira cap a aquest node.

Cal remarcar que tots aquests passos poden ser calculats localment per cada node,
els enllagos i nodes només necessiten la informacié de les x; i vi adjacents, per la
qual cosa es podra implementar un algorisme distribuit. Un node no necessitara
coneixer la topologia global de la xarxa, o qualsevol altra informacié com per
exemple quines son les funcions de cost.
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5.3 Exemple numeéric

A continuacié es presenta un exemple numeric per tal d’il-lustrar de manera
simplificada el problema d’enrutament (amb minim retard). Per simplificar el
problema, assumirem que s’utilitza un model de xarxa d’'una unica destinacio
(model single-commodity flow).

Posarem com a exemple la xarxa hibrida satel-lit-terrestre de la figura 5.1, on una
série de terminals s’han de comunicar amb un certa destinaci6 remota i tenen la
possibilitat de fer-ho per dues vies: a través d’'una xarxa WiMAX (on poden escollir
transmetre a través de dues estacions base), que estara connectada alhora via
satél-lit (p.e. Inmarsat-4) a la destinacié final o via terrestre amb una connexié
ADSL generica. Shan pres valors realistes de cabal contractat. Aquests valors
representen el limit de capacitat associat a cada enllag.

4Mbps .
\

/
ESTACIONS

BASE WiAX -% COBERTURA
) i = ZONA2 \
FI— L '
o .
1Mbps: Q gl >
._ Y
\ 3 3
» KN

.\.

'N_  COBERTURA /./'
‘< ZONA1 -

Figura 5.1. Exemple de model de xarxa per al problema d’enrutament amb minim retard.

Cal remarcar que com només simularem el trafic destinat a una certa (i Unica)
destinacié final, només tindrem en compte els enllacos dibuixats en la figura 5.1, i
suposarem que a priori el sentit predeterminat sera I'0ptim. Al no haver imposat
que el vector x només tingui valors positius, si al fer la simulaci6 obtenim que
algun component d’aquest vector té un valor optim negatiu, aix0 es podra
interpretar de dues maneres:

i) Els enllacos son bidireccionals i el signe negatiu del resultat simplement
significa que el flux optim tindra el sentit contrari al predeterminat.



42 Enrutament i control de flux en xarxes hibrides satél-lit-terrestre

ii) Els enllacos sén unidireccionals (només poden prendre el sentit
predeterminat) i un valor optim negatiu significa que el sentit de I’enlla¢ no
és optim per a maximitzar la funci6 d’utilitat de la xarxa (i haurem de
replantejar el problema amb el mateix enllag amb el sentit oposat, obtenint
el mateix valor dptim pero canviat de signe).

En ambdds supdsits, estem ignorant tots els fluxos amb sentit contrari als definits
per cada enlla¢ en aquest model, que també coexistirien (en la realitat) a la nostra
xarxa, amb 'inic objectiu d’estudiar com s’enruten els fluxos que van a una certa
destinacié (en aquest cas minimitzant el retard).

5.3.1 Model equivalent de topologia de xarxa

Per tal de simular aquesta topologia de xarxa en Matlab sera necessari transformar
el model de la figura 5.1 en un model equivalent de 8 nodes (cadascun del
components de la xarxa) i 13 enllagos, tal i com es pot veure en la figura 5.2

Figura 5.2. Model equivalent de la topologia de xarxa

A partir del model de la figura 5.2, definirem la matriu node incidéncia A:

(100000000000-
0-1-1-1 00 00000 0 1
0-1-1 000 00 OO
10-1-1-100 00
01000-1-1-1 0
0010 10 0
0 1 0
0 0 0

1
0
0
0 0
0 00 010

1

00
00
00
10
01
00

- o o o <
_ o O o Rk

00 00

\0 )
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Cal recordar que si I'’element Aj=1, I'enllac¢ j surt del node i, mentre que si Aj=-1
I’enllag j entra al node i (si un node i i un enllag j no estan associats Aj=0).

Per facilitar la simulaci6é farem una conversié dels valors de limit de capacitat de
I'enllag de tal manera que 1 unitat de trafic equivaldra a 512 kbps (p.e. 4
unitats=2Mbps). Aixi ens quedara un vector c=[8 111242105220.54],tali
com es representa a la figura 5.3.

Figura 5.3. Limits de capacitat dels enllacos

Cal recordar també que en aquest problema el vector s ve donat, i mitjan¢ant la
resoluci6 del problema es trobara el vector x dptim (associat a 'enrutament). El
vector de flux injectat (que sera fixe) sera s=[-3 0 0 0 2 1 0], és a dir, estem
injectant fluxos de 1Mbps i 512Kbps pel node 6 i 7 respectivament, i volem que
surtin pel node 1 (node destinaci6). Per tant, el problema consistira en saber com
s’enrutaran (per quins nodes passaran) aquests dos fluxos fins a arribar al seu
desti.

5.3.2 Resultats de la Simulacio

S’ha resolt aquest problema amb el métode del subgradient, implementat en
Matlab seguint les indicacions de I'apartat 5.2. El vector x* optim resultant el
podem trobar ala taula 5.1.

1 2.3811 6 1.6562 11 0.7307
2 0.3496 7 0.7249 12 0

3 0.2693 8 0 13 0.6189
4 0 9 0

5 0.7249 10 0.9255

Taula 5.1. Vector optim d’enrutament x*
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A la figura 5.4 podem veure una interpretacié grafica de la solucié x*, on també es
veu el flux injectat i el flux sortint de la xarxa. Veiem com el node 8, no intervé en
I'enrutament d’aquests dos fluxos, i per tant els seus enllagos adjacents tampoc.

68190

Figura 5.4 Interpretacid grafica de la solucié x*

El resultat d’aquest problema té una interessant analogia amb una xarxa electrica.
Si considerem una xarxa electrica amb una topologia definida per la matriu node-
incidéncia A, la variable xj es pot interpretar com el corrent que flueix per la branca
I (amb sentit positiu indicant el flux cap a la direccié de referencia, i negatiu
indicant el sentit contrari). Podem considerar una font s, com un corrent extern
injectat al node n. D’aquesta manera, la suma de corrents que entren i surten de la
xarxa és zero: la llei de conservacio6 de flux Ax=s equival a la llei de Kirchoff.

Les variables duals v* corresponen als potencials del nodes del circuit, i al node
destinacié (en el nostre cas el node 1) se li assigna un voltatge de referencia zero
(la massa), per tal de mesurar la resta de potencials a partir d’aquest node. Llavors,
podem considerar que la diferéncia de potencial en una brancal és a! v. Aixi doncs
I’enrutament optim sera el corrent oOptim que circula per aquesta xarxa electrica en
equilibri, que sera funcié de la diferéncia de potencial x;(al v), de la mateixa
manera que el corrent n’és proporcional (a través de la llei d'Ohm).

El métode del subgradient ens proporciona una manera iterativa de trobar els
corrents i els voltatges optims, actualitzant els potencials de cada node en el
circuit. Podem veure una interpretacio grafica d’aquesta analogia a la figura 5.5, on
a cada node es representa la variable dual v* dptima (que representa el potencial),
i a cada enllag la corresponent diferéncia de potencial a] v.
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Figura 5.5. Enrutament optim de xarxa (on els nombres a cada node sén les variables duals v*1i els
fluxos a cada enllag sén (A’v),, representant el potencial i la d.d.p respectivament).

5.3.3 Analisi de les prestacions de I'algorisme

Hem simulat el problema mitjancant l'algorisme proposat amb dues mides de pas
pel metode del subgradient a=0.05 i 2=0.01 per tal de veure com depén la rapidesa
de convergéncia de la tria d’aquest parametre.

A la figura 5.6 veiem la funci6 objectiu principal f,.;(x) = X7-; ¢;(x;) on ¢;(x;) és
la funcié de cost de I'expressié (5.6) juntament amb la funcié dual faua(v)=Q(v), per
diferents valors de mida de pas. Es pot veure com per a=0.05 la rapidesa de
convergencia és clarament superior que per una mida de pas a=0.01. Aixo és degut
a qué amb una mida de pas més gran la variable dual v s’actualitza més
bruscament i arriba al valor optim de manera més rapida. Veiem també que, hi ha
dualitat forta ja que f,i(x) = faua(v), i per tant per una variable dual v* optima,
aconseguim un vector x* optim.

A la figura 5.7 podem observar la norma del subgradient g (Ax-s), és a dir, la
quantitat de flux sortint disponible a cada node que falta per assignar a cada
iteracié. Veiem que el meétode del subgradient va reduint aquesta quantitat
disponible linealment amb les iteracions. Per a un valor de mida de pas a=0.05,
I'algorisme és cinc vegades més rapid en reduir aquesta norma que per una mida
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de pas cinc vegades més petita (segueixen una relacié inversament proporcional).
Concretament per «=0.05 tenim que la norma s’ha reduit a 108 en
aproximadament 103 iteracions, mentre que per a=0.01 obtenim la mateixa
precisio per 5x103 iteracions.

Funcié de cost principal i funcié dual per diferents tamanys de pas
7 T T
—— Fpri (alfa=0.05)
—— Fdual (alfa=0.05)
Fpri (alfa=0.01)
6 H —— Fdual (alfa=0.01) -

lteracio

Figura 5.6 Funcions objectiu principal i dual per a=0.051i 0=0.01

Norma Subgradient g=Ax-s

10 T T T T T T T
— alfa=0.05
10" L — alfa=0.91

1 1 1 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
lteracio

Figura 5.7. Norma del subgradient g per a=0.05 i 0=0.01
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6.- ENRUTAMENT I CONTROL DE FLUX CONJUNTS PER UNA DESTINACIO

6.1 Formulaci6 general del problema

A continuacié es descriura el problema conjunt d’enrutament i control de flux per
una sola destinaci6, formulat de manera generica a l'apartat 2.3.1 com un
problema d’optimitzaci6 convexa.

En aquest cas pero, suposarem que l'objectiu és maximitzar una funcié d’utilitat
concava (en comptes de minimitzar una funcié de cost convexa), i d’aquesta
manera el problema quedara aixi:

maximitzar f(x,s) (6.1)
subjectea Ax =s

§2p=q 0

x < ¢, l=1,..,L

En aquest problema les variables d’optimitzacié sén la variable d’enrutament x, i la
variable de control de flux s. Val a dir que per aquest model (single-commodity
flow), no s'imposara la condici6 x;>0: si una x té un valor optim negatiu significara
que el flux tindra un sentit oposat al que s’ha definit per I'enlla¢ corresponent,
dins la matriu node-incidéncia A. Aquesta és una de les principals diferencies que
té aquest model respecte el model de miultiples destinacions.

Existeixen diverses funcions de cost que s’adapten als problemes de disseny per
aquest tipus de xarxes. Una de les funcions de cost més utilitzades és la funcié de
retard total [12],[13] que és una funci6é convexa de x (el trafic d'un enllag) i s’ha
utilitzat en I'enrutament amb minim retard (apartat 5):

fretara(®) = Z—"”'
retard l c — |xl|

En els problemes on s’ha de minimitzar aquesta funci6é de cost, el vector de flux
origen s (la carrega que ha de suportar la xarxa) acostuma a ser fixat, per la qual
cosa no es fara servir en aquest cas.

En aquest problema s’utilitzara una funcié d’utilitat Un(-) concava i estrictament
creixent, on Uy(s n) representara la utilitat del node n per enviar dades a una taxa
sn. Aixi doncs, si d és el node desti de la nostra xarxa, aquest problema de maxima
utilitat quedara formulat com:
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maximitzar Y, nzq Un(Sp)

subjectea Ax =s

5§40, (6.2)
XZSCl, l:1,,L

Més concretament, es considerara el problema conjunt d’enrutament i control de
flux com la maximitzaci6 de la utilitat total de la xarxa, on tots els parells origen-
destinacié definits (no es tindra en compte el node destinacié d), tindran la funcié
d’utilitat logaritmica:

U,(sy) =log(s,), n#+d

Per tal de poder desenvolupar un algorisme distribuit que resolgui el problema
(6.2), aquest sera dividit en dos problemes: un d’extern i un d’intern.

Es proposen dos algorismes diferents per resoldre el problema conjunt
d’enrutament i control de flux per una sola destinaci6. En ambdés algorismes
resoldrem el problema extern aplicant el meétode de descomposicié dual i
posteriorment el metode del subgradient, presentats en els apartats 3.2 i 3.3
respectivament. No obstant, la diferencia entre els dos algorismes esta en la
resoluci6 del problema intern: en el primer algorisme emprarem també el metode
de descomposici6 dual i el métode del subgradient mentre que en el segon
emprarem una variant del métode de Newton, el métode de Newton amb inici no
factible (infeasible start Newton method), presentat en I'apartat 3.4.

6.2 Formulacié del problema extern

Mitjancant el métode de descomposicié dual convertirem el problema principal
extern en un problema dual equivalent, més facil de resoldre (p.e. amb el metode
del subgradient). El problema principal associat a (6.2), al qual se li aplicara el
metode de descomposicid dual, és:

maximitzar Y, nzql0g(sy) (6.3)

subjectea Ax =s,
S Zd 0,
x < ¢, l=1,..,L

Construim el problema dual extern introduint els multiplicadors de Lagrange p
eRL per les L inequacions d’acoblament x; < ¢}, formant la Lagrangiana parcial:
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Lsp) = ) logls) = ) pila—c) =
nn#d

= z log(syn) _lz X + Z pic; (64)
1 1

nn#d

Aixi doncs I'objectiu del problema extern és maximitzar la funcié d’utilitat tenint
en compte la restriccié de desigualtat x; < ¢ (deixarem la restriccié d’igualtat Ax=s
pel problema intern). Llavors, la funcié objectiu V(p) pel problema dual extern és:

V(p) = sup{L(x,s,p) [Ax =s, s=40} (6.5)
x,s,t

Per tant el problema dual extern associat al problema principal sera:

minimitzar V(p)
subjecteap = 0 (6.6)

Com que la funcié dual V és sempre convexa es pot dir que aquest és un problema
d’optimitzaci6 convexa. S’assumeix que la condicio de Slater [7, §5.2] se satisfa, és a
dir, que existeix una solucio6 factible de x, i s tals que x1 < ¢ (cal recordar que el
vector de capacitats c sera fixe). D’aquesta manera s’acompleix el que s’anomena
dualitat forta (strong duality), amb la qual cosa els valors de x i s que optimitzen el
problema dual (6.6) també optimitzaran el problema principal (6.3). Val a dir que
aixo no és cert si el problema original no és convex.

Com que la funcié objectiu principal no és estrictament concava en la variable x, la
funcié dual és només diferenciable per parts [1]. Per tant el problema dual és un
problema d’optimitzaci6é convexa no-diferenciable.

Per solucionar el problema dual (6.6) utilitzarem el métode del subgradient,
mitjancant el qual, en cada iteracié sera necessari avaluar la funcié dual V(p) i
calcular el seu subgradient per qualsevol variable dual p>0. Aixi doncs es
maximitzara I'expressio (6.4) de manera iterativa, mitjangant el problema intern.

6.3 Formulaci6 del problema intern

Podem formular el problema principal intern a partir de (6.4) i (6.5):
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maXy s Ynnza 109(Sn) — Xipixy +2ipc; (6.7)

subjectea Ax =35, 5240

El metode de Newton amb inici no factible, emprat en el segon algorisme que es
proposa en aquest capitol, es podra aplicar directament a 'expressio (6.7), sense
requerir 'aplicacié del metode de descomposici6 dual.

En canvi, el primer algorisme proposat en aquest capitol si que requerira
I'aplicacié del métode de descomposicié dual a (6.7) per tal de poder emprar el
meétode del subgradient, amb 'objectiu de resoldre el problema intern. Per aquest
motiu, sera necessari formular el problema dual intern.

En aquest sentit, el nostre objectiu sera acoblar la restriccié d’igualtat Ax = s a la
Lagrangiana definida a (6.4) mitjan¢ant el metode de descomposicio dual. Per fer-
ho introduim un nou multiplicador de Lagrange v i formem una nova Lagrangiana
L

L'(x,s,p,v) = L(x,s,p) + vT (Ax —5) (6.8)
= Z log(s,) — Zplxl +Z pic; +v(Ax —s)
nn#d l l

Aplicant el metode de descomposicié dual a (6.8), definim un nova funcié dual

Qv):

Q) = sup{ L'(x,s,p,v) | $s=40 d=1, ...,D} (6.9)
X,S

a partir de la qual definim el problema dual intern:

minimitzar Q(v) (6.10)
subjecteav =0

Aixi doncs el primer algorisme proposat per resoldre el problema conjunt
d’enrutament i control de flux per una sola destinaci6, constara de dos problemes
duals, un problema dual extern (6.6) i un problema dual intern (6.10) cadascun
dels quals sera resolt amb el metode del subgradient.
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6.4 Consideracions per a la simulacié de I’algorisme

Una altra conseqiiéncia de la concavitat no estricta de la funcié objectiu principal
és que s’ha d’anar en compte al recuperar les solucions principals optimes en el
meétode de descomposicié dual. Una manera de fer aixo és afegir un petit terme de
regularitzaci6 perque la funcié objectiu principal sigui estrictament concava [8,
§6]. En el nostre cas afegim un petit terme quadratic a la funcié d’utilitat total [9].
De fet, es maximitzara:

> loglsw) - e x)

nn#d

La constant € sera un nombre positiu petit, el valor de la qual determinara la
influéncia d’aquest terme quadratic en les solucions optimes de x* i s*. Val a dir
que la solucié del problema per diferents valors de € no variara substancialment.
No obstant, son recomanables valors de € reduits (p.e. €=0.1). Afegint aquest terme
quadratic ens assegurem que hi hagi una soluci6 unica per al nostre problema.

Per ultim, cal remarcar que de cara a la resolucié del problema, s’ha ignorat el
terme Zpic, ja que desapareixera al maximitzar la funcié respecte x i s.

6.5 Aplicacié del meétode del subgradient al problema extern

Definim el vector h € Rl com un subgradient de la funci6é convexa no diferenciable
V anp, tal que:

V(g) =V(p) +h"(q —p)

per qualsevol q (veure [15]). Donada una variable dual p>0, x*(p) i s*(p) s6n
solucions optimes d’aquest problema. De la definici6 de la funci6 dual a (6.5),
trobem que un subgradient h € Rl de V a p ve donat per I'expressio:

hy=c¢—x

Val a dir que h; pot ser interpretat com I’excés de capacitat en I’enllag |, és a dir, la
diferéncia entre la capacitat proporcionada pel sistema de comunicacions (cabal
contractat) i el trafic proposat per I'enrutament.
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Podem interpretar la variable dual p; com el preu per la capacitat de I'enlla¢ | (p.e.
en € per unitat de flux). D’aquesta manera el problema té una interessant
interpretacié econdmica: estem intentant maximitzar la funcié d'utilitat total on
descomptarem el cost total dels fluxos utilitzats en cada enllag, que ve donat pel
terme Xipixy, i afegint el guany obtingut de les capacitats que sén suportades, que ve
donat pel terme Xjpic. El problema extern coordinara aquestes operacions a
través del vector de preus p. Aixi doncs, el métode del subgradient aplicat en el
problema extern ens servira per actualitzar aquests preus per tal d’arribar a una
coordinaci6 optima.

A Tl'aplicar el metode del subgradient, comengarem amb un punt inicial p(1). A cada
pas d’iteracié k=1,2,3..., calcularem la funci6 dual V(p®) i el subgradient h®), i
llavors actualitzarem la variable dual externa d’aquesta manera:

p®+D) = [p® — g h®M],

on [-]+ denota projeccié a 'ortant no negatiu i Bx és la mida de pas (un nombre
escalar positiu). Hi ha diverses formes d’escollir la mida de pas (veure apartat 3.3),
en el nostre cas s’utilitzara una mida de pas constant 0 < Bk < 0.1. En funcié de la
mida de pas escollida, I'algorisme tindra una velocitat de convergéncia major o
menor, ja que amb una mida de pas elevada, les variables duals v s’actualitzaran
més bruscament i l'algorisme sera més rapid, perd correm el risc de que
'algorisme no convergeixi si el valor triat és massa gran.

6.6 Aplicacié del métode del subgradient al problema intern

Analogament al problema extern, definirem g € RN com un subgradient de la
funcié convexa no diferenciable Q a v, tal que:

Qm) 2 Q) +g"(m—v)

per qualsevol m. Donada una variable dual v>0, x*(v), s*(v), p*(v) sén solucions
optimes d’aquest problema. De la definicié de la funcié dual a 'expressi6 (6.10),
trobem que un subgradient g € RN de Q a v ve donat per I'expressio:

g=A4x—s

Val a dir que g pot ser interpretat com la quantitat de flux que falta per assignar a
cada node, tenint en compte que hi ha un cert trafic x entrant i sortint, i un cert flux
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injectat s, de tal manera que com s’ha de complir la llei de conservaci6 de flux, la
quantitat de flux sobrant per assignar s’anira fent cada cop més petita.

A l'exemple de la figura 6.1 veiem que gn pot ser interpretat com el trafic sobrant
en el node n, i per tant ha de complir gs=xp+xg-xa-XB-xc-S4 El metode del
subgradient doncs, aplicat en el problema dual intern, anira assignant de manera
iterativa part de la g restant a qualsevol dels fluxos entrants o sortints.

S4

Figura 6.1 Representaci6 grafica del subgradient intern g

Tal i com s’ha descrit en l'exemple numeric de l'apartat 5.3 (pel problema
d’enrutament amb minim retard), 'aplicacié del métode del subgradient pel
problema interior té una analogia amb un circuit electronic, ja que podem
interpretar cada variable dual v, com un potencial i per tant ATv (d’ara endavant
AveRL) com la diferéncia de potencial; el flux injectat s, com el corrent exterior
injectat cap a un node, el flux x; com el corrent a la branca j, i per tant la llei de
conservacié de flux equivaldria a la llei de Kirchoff. Més endavant veurem que les x
(el corrent) seran calculades com una funcié de la diferencia de potencial Av.

Reescrivim l'expressi6 que s’haura de maximitzar introduint la component
quadratica que sera necessaria afegir per tal d'implementar correctament
I’'algorisme:

y(x,s,p,v) = z log(s,) —e(xTx) — z px; — v (Ax —s) (6.11)

nn#d l

ATl'aplicar el metode del subgradient al problema intern, comenc¢arem amb un punt
inicial v(1). A cada pas d’iteracié k=1,2,3..., calcularem el subgradient g, i llavors
actualitzarem la variable dual externa d’aquesta manera:

pk+D) = 0 _ g (k)
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on ax és la mida de pas (independent de la mida de pas del problema extern Bx). Hi
ha diverses formes d’escollir la mida de pas (veure apartat 3.3), en el nostre cas
s’utilitzara una mida de pas constant 0 < ax < 0.1.

En funcié de la nostra tria d’aquest parametre, I’algorisme convergira amb més o
menys rapidesa, ja que actualitzarem la variable dual v amb canvis més o menys
bruscos. Si triem una mida de pas elevada, v pot tenir actualitzacions massa
brusques i no convergir. A part actualitzarem les variables x i s, obtenint-ne en
cada iteracid els valors que maximitzin la expressié (6.11):

(x*,s™) = argmaoxy(x, s,p,V)
S

Aixi doncs, a cada iteracio calcularem:

. —D + Avl
= 2¢€
.1
Sp = o pern+d
n

Encara que no forcem que la x sigui positiva, amb el metode del subgradient,
imposar aquesta restriccid si que seria factible (de fet es fa en el model del capitol
7). Per ultim, cal recordar que per tal de respectar la llei de conservaci6 de flux
imposarem:

Sq = —Z Sn (6.12)
nn#d

On sq és el flux que sortira del node desti, és a dir, tot el flux que desapareixera de
la xarxa a través del node d.

A mode de conclusid, el primer dels algorismes que estudiarem per resoldre el
problema d’enrutament i control de flux per una sola destinacid, aplica de manera
paral-lela el metode del subgradient tant al problema extern com al intern, tindra
la seglient estructura:
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Algorisme A (doble metode del subgradient) per resoldre el problema
conjunt d’enrutament i control de flux per una sola destinaci6

definicié vector de capacitats c i matriu node-incidencia A
definicio constant del terme quadratic € i mides de pas o i 3
inicialitzacié variables: x, s, p, v
repetir

actualitzacié g,v,s,x (p.intern)

actualitzacié h i p (p.extern) a partir de les x actualitzades

fins que Numlteracions=Max_Iteracions 0 norma(Ax-s)<Precisié

Com es pot veure, no és necessari que crear un bucle iteratiu que repeteixi només
el problema intern, amb una unica actualitzacié del problema intern dins de cada
iteracié (del problema extern) és suficient perque 'algorisme convergeixi al valor
optim.

6.7 Aplicacié del métode de Newton amb inici no factible al problema intern

Incloent a I'expressié (6.7) el terme quadratic e(x7x) tenim:

MaXy st Nnnzq 10g(sy) —e(x"x) = Xypixy + Xyipc; (6.13)

subjectea Ax =35, 5240

Com que x i s sOn incognites del problema (6.13), i en la restriccié d’igualtat Ax=b
que defineix el métode de Newton (descrit en 'apartat 3.4.3) A i b sén dades del
problema (i no incognites) haurem de reformular les variables que intervenen en
aquest. Aixi com en el metode del subgradient podem imposar que les x > 0, amb el
metode de Newton aixo no és immediat, ja que hi ha problemes en I'actualitzacio
de x, després de la recerca de linia.

En una xarxa de N nodes i L enllagos, canviarem la restriccié d’igualtat Ax=s de
I'expressio (6.13) per:

A% =0, on A € RNXU+N) 5 e gUL+N)X1

tals que: A = (A|-I),
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X1
X2

t=()=1%
S S1

S3

\J/

D’aquesta manera hem integrat les incognites x i s dins d’'una sola incognita ¥. Val a
dir que la restriccié AX = 0 seguira respectant la llei de conservaci6 de flux. Podem
reescriure (6.13) com:

MaXy st Xnnza l0g(sy) —€(xXTx) = Xypx; + Xipicy (6.14)

subjecte a A% =0,

A= @l-n,
%= (’SC) §>40

Llavors, haurem de maximitzar una la funcié f(X), expressada a (6.14) en funcié de
les variables x i s.

Un cop reformulat el problema ja podem aplicar el métode de Newton amb inici no
factible (infeasible start Newton method). Aquesta variant del metode de Newton
permet introduir valors inicials de x i s que no siguin factibles (pels quals no es
compleixi la restriccié d’igualtat Ax=s). Val a dir que la solucié trivial x=s=0 no ens
funcionaria ja que en la primera iteraci6 apareixerien errors al tenir que calcular el
gradient de la funcié d’utilitat logaritmica de s (valors o). Tanmateix, amb altres
inicis trivials no se satisfaria la expressio (6.12).

No obstant, els valors inicials de x i s hauran de satisfer la condici6 x,s €
dom f(X).

Seguint el plantejament descrit en l'apartat 3.4, a cada iteracié calcularem els
anomenats residus principal i dual:

Taua (& v) = VF(X) + ATv (6.15)
(X, v) = A% — b = A%
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on v € RN¥1 i b és un vector amb tots els components igual a zero. A partir de
(6.14), el gradient sera:

—2ex; — P1
_28X2 - pz

Vf(x)) _ZSXI:. — PL

V@ = (g ) =

- -1

Si definim r € RL+2N)x1 com;:

Tduail (f: U))
Tpri (%, v)

r(¥%v) = (

el nostre objectiu és assolir la condici6 d’optimalitat, expressada com r(x*,v*) = 0.
El metode de Newton amb inici no factible intentara complir aquesta condicié
calculant en cada iteracié els passos de Newton principal (AX%,;) i dual (Av,;):

(Afnt> _ (vzfp?) AT>_1 (Tdual(’f' ”)) (6.16)

Avy, A 0 Tori (3?: U)

A partir de (6.14), el hessia sera:

V2 (%) = (sz(x) 0 ) _

0 V*f(s)
—2¢ 0 0o 0 0 0
0 -2 - 0 0 0 0
; w0 0 0 0
0 0 0 -2 0 0 0
=l 0 0 0 0 -s;2 0 0
O 0 0 0 0 —s32 0
; P : P 0
o 0 0 0 0 0 0 —sy?

Un cop calculats els passos de Newton actualitzarem X i v de la seglient manera:

= %+ tAx, (6.17)
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vV =0+ tAv,,

on t sera calculat amb una estratégia de recerca de linia backtracking, en la que
s’anira reduint t amb un factor B (t=pt, 0<p<1) mentre es compleixi:

I (% + tAXpe, v + tAvy)ll > (1 = a)|lr (X, V)l

on o també és una constant (0<a<1) i pot ser interpretada com el percentatge que
volem que es redueixi el residu per tal de realitzar la recerca de linia. La constant a
pren valors tipics de 0.01 a 0.3, mentre que la constant § pren valors tipics de 0.1 a
0.8.

El procés de calcul de (6.15), (6.16), (6.17) i la recerca de linia s’aniran repetint
iterativament fins que A¥ =0 o ||[r(%,v)|l2 < 5, on & és la precisié desitjada i
prendra valors tipics de 10-6.

A mode de resum, en el segon algorisme proposat en aquest capitol integrem el
métode de Newton amb inici no factible (aplicat al problema intern) amb el
meétode del subgradient (aplicat al problema extern). L’algorisme resultant té la
seguent estructura:

Algorisme B (metode del subgradient/métode de Newton amb inici no
factible) per resoldre el problema conjunt d’enrutament i control de flux per
una sola destinacio

definicié vector de capacitats c, matriu node-incidéncia modificada 4, constant del
terme quadratic ¢, mides de pas o i P1 (backtracking), mida de pas P2
(subgradient), precisié &

inicialitzacié variables: X,v,p
repetir (problema extern)
mentre |7 (X, v)||2< 3 (problema intern)
calcul gradient i hessia
calcul residus principal i dual
calcul passos de Newton AX,,; i Avy,; t=1;
mentre ||[7(X + tA%,:, v + tAv,)ll, > (1 — ad)|lr (X, v)Il, , t=pt;
actualitzacié X i v (p.intern) a partir de la t resultant;
calcul subgradient h amb la ¥ nova
actualitzaci6 vector de preus p a partir del subgradient h (p.extern).

fins que Numlteracions=Max_Iteracions
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Aixi doncs, a la figura 6.2 veiem un esquema que descriu com es solucionen els
problemes extern i intern, aquest ultim amb les dues alternatives proposades.

OPCIO A
Problema Intern resolt amb
el métode de descomposicié dual
+

el métode del subgradient

Problema extern

X, s,

DESCOMPOSICIO DUAL
Capacitat Maxima > Trafic

Y

Y

Preus fixats

Vector p

DESCOMPOSICIO DUAL
Llei conservacio6 flux Ax=s

'

™

Preus / Potencials Fixats

ou

X

Vector v

velctor

Calcul x i s, a partirde vip

Vectors
Xis

CALCUL SUBGRADIENT

Subgrad.
intern g

Problema Intern

X,S,p

Vectors
xis

CALCUL SUBGRADIENT
Capacitat sobrant a cada enllag

Subgrad.
extern h

Nou _|
vector p

Actualitzacio Vector de preus

X,8

OPCIO B
Problema Intern resolt amb
el metode de Newton amb inici no
factible

Actualitzacié Vector de
Preus / Potencials

Transformacio x i s a x’

v

X' i nu fixats

Repetir fins que norma(residu) < tolerancia

v

Calcul Gradient, Hessia,
Residu

v

Calcul Passos de Newton

v

Recerca de linia
backtracking

v

Actualitzacié x’ i nu

v

Transformacié X’ axis

Figura 6.2 Diagrama de flux dels algorismes emprats
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6.8 Exemple Numeric

A continuacié es presenta un exemple numeric per tal d’il-lustrar de manera
simplificada el problema conjunt d’enrutament i control de flux per una sola
destinacio.

Posarem com a exemple la xarxa hibrida satel-lit terrestre de la figura 6.3,
utilitzada en el capitol 5 per representar el problema d’enrutament amb retard
minim, on una série de terminals s’han de comunicar amb un certa destinacié
remota i tenen la possibilitat de fer-ho per dues vies: a través d’'una xarxa WiMAX
(on poden escollir transmetre a través de dues estacions base), que estara
connectada alhora via satel-lit (p.e. Inmarsat-4) a la destinaci6 final o via terrestre
amb una connexié ADSL generica. S’han pres valors realistes de cabal contractat.
Aquests valors representen el limit de capacitat associat a cada enllag.

4Mbps

DESTINACIO

~ COBERTURA /./‘
S.o. ZONAT -

Figura 6.3. Exemple de model de xarxa per al problema conjunt d’E. i C.F. per una sola destinacié.

Cal remarcar que com només simularem el trafic destinat a una certa (i Unica)
destinacié6 final, només tindrem en compte els enllagos dibuixats en la figura 6.3, i
suposarem que a priori el sentit predeterminat sera I’0ptim.
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Al no haver imposat que el vector x només tingui valors positius, si al fer la
simulaci6 obtenim que algun component d’aquest vector té un valor optim negatiu,
aixo es podra interpretar de dues maneres:

i) Els enllacos son bidireccionals i el signe negatiu del resultat simplement
significa que el flux optim tindra el sentit contrari al predeterminat.

ii) Els enllagos sén unidireccionals (només poden prendre el sentit
predeterminat) i un valor optim negatiu significa que el sentit de I'enlla¢ no
és optim per a maximitzar la funci6 d’utilitat de la xarxa (i haurem de
replantejar el problema amb el mateix enllag amb el sentit oposat, de
manera que obtinguéssim el mateix valor optim amb el signe canviat).

En ambdds supdsits, estem ignorant tots els fluxos amb sentit contrari als definits
per cada enlla¢ en aquest model, que també coexistirien (en la realitat) a la nostra
xarxa, amb 1'inic objectiu d’estudiar 'enrutament i el control de flux en un sol
sentit dels fluxos.

6.8.1 Model equivalent de topologia de xarxa

Per tal de simular aquesta topologia de xarxa en Matlab sera necessari transformar
el model de la figura 6.3 en un model equivalent de 8 nodes (cadascun del
components de la xarxa) i 13 enllacgos, tal i com es pot veure en la figura 6.4

Figura 6.4. Model equivalent de la topologia de xarxa
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A partir del model equivalent de la figura 6.4, definirem la matriu node incidéncia
A:

( )
-1 00 000 00O0O0O0 0 -1
0-1-1-1 00 0000O0 O0 1
1000-1-1000 00 O00O0
A=1000010-1-1-100 0 O
00 00O01O0O0OO0O-1-1-10
01 00001001000
00 10000 100100
KOOOlOOOOlOOlOJ

Cal recordar que si I'element Aj=1, I'enllac j surt del node i, mentre que si Aj=-1
I'enllac j entra al node i (si un node i i un enllac j no estan associats A;=0).

Cal recordar també que a part de calcular el vector x (que pot ser vist com a
l'utilitzaci6 de cada enllag) es calculara el vector s, que tindra tants components
com nodes, i representa el trafic injectat en cada node. El component s; (trafic
injectat al node destinaci6) sera negatiu, ja que al no tenir un enlla¢ per on pugui
sortir el flux no es podra injectar flux des d’aquest node.

Per facilitar la simulacié farem una conversid dels valors de limit de capacitat de
I'enllag de tal manera que 1 unitat de trafic equivaldra a 512 kbps (p.e. 4
unitats=2Mbps). Aixi ens quedara un vector c=[8 111242105220.54],tali
com es representa en la figura 6.5.

Figura 6.5. Limits de capacitat dels enllagcos



ENRUTAMENT I CONTROL DE FLUX CONJUNTS PER UNA DESTINACIO 63

6.8.2 Resultats de la Simulacioé

S’ha resolt aquest problema amb els dos algorismes proposats en els apartats 6.7 i
6.8, implementats en Matlab.

S’ha realitzat la simulacié6 amb un factor €=0.01 per tal de minimitzar |'efecte del
terme quadratic en els resultats. Val a dir que al canviar drasticament el valor de ¢,
la solucié obtinguda varia molt poc.

Veiem a les taules 6.1 i 6.2 els valors optims del trafic x i el flux injectat s, els quals
defineixen I'enrutament i el control de flux.

Enllag | X|
1 8
2 0.7046 Node n Sn
3 0.7046 1 (Dest.) -12.0000
4 0.8984 2 1.6924
5 2 3 2.0000
6 4 4 1.6557
7 0.0501 5 1.7035
8 0.0501 6 1.6530
9 0.2440 7 1.6530
10 0.8982 8 1.6424

Taula 6.2 Valors optims

L 0.8982 de control de flux s*
12 0.5
13 4

Taula 6.1 Valors optims
d’enrutament x*

Percentatge
d'utilitzacié de I'enllag

100%——

- —75-99%- —
— - — 50-74%— - —

Figura 6.6 Enrutament cap al node-destinacié



64 Enrutament i control de flux en xarxes hibrides satél-lit-terrestre

D’aquesta manera, a la figura 6.6 veiem el trafic resultant a cada enllag, on el gruix
de cada enlla¢ representa el factor d’utilitzacié d’aquest. Es pot apreciar com
alguns enllagos sén utilitzats al limit de la seva capacitat, sobretot els que s6n més
propers al node-destinaci6 (els enllagos satel-lits 1, 5i 6 i '’enllag terrestre 13). En
canvi els enllagos més llunyans al node-destinacié no s’aprofiten al maxim.

Aix0 és degut a que estem maximitzant el flux injectat a cada node i per tal de
mantenir I'equilibri que implica la llei de conservaci6 de flux, en alguns nodes el
trafic entrant d’altres enllagos xi sera més baix, en detriment del flux injectat s,
que es maximitzara. Veiem els resultats en el model original a la figura 6.7.

OKbpS

36
) «—
DESTINACIO <\460Kb 125Kbps
ps-—

Figura 6.7 Trafic optim que circula en cada enlla¢ del model real

També és interessant observar els valors optims del vector de preus p*, que és el
coordina el problema principal i dual extern, i a partir del qual cada node actualitza
els seus valors de x i s a cada iteracio. A la taula 6.3 veiem el vector p* obtingut,
juntament amb el factor d’utilitzaci6 de cada enllag. Val a dir que pi es pot
expressar en unitats de trafic (p.e. €/Mbps) en cada enllag 1.

En}lag pr* Utilitzacio=x1*/cl
1 0.34 100%
2 0 70.46%
3 0 70.46%
4 0 89.84%
5 0.0640 100%
6 0.0070 100%
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7 0 2.51%
8 0 5.01%
9 0 48.8%
10 0 44.91%
11 0 44.91%
12 | 0.0118 100%
13 | 0.5109 100%

Taula 6.3 Valors optims de p*

Com es pot apreciar a la taula 6.3, dels 13 enllacos de la xarxa, n’hi ha 8 als quals no
se’ls assigna cap preu, i corresponen de manera logica, als enllagos que no estan
utilitzats al maxim (que encara podrien ser més aprofitats). En canvi, qualsevol
node que vulgui transmetre pels enllagos 1,5,6,12 o 13 haura de pagar un cert preu
per fer-ho ja que aquests estan utilitzats al maxim i tenen un preu major que 0
assignat. Aquest preu, que no deixa de ser el multiplicador de Lagrange del
problema extern, sera fruit de la negociaci6 dels diferents nodes a través del
procés d’optimitzaci6 del problema extern (mitjancant el metode del subgradient).

Per ultim cal remarcar que s’ha obtingut un valor fyri*=faua™ (igual a 2.7203), i per
tant es comprova que hi ha dualitat forta, amb la qual cosa optimitzem
I'enrutament i el control de flux al trobar el vector de preus p* optim (al resoldre el
problema extern mitjancant el métode de descomposici6 dual i el métode del
subgradient).

6.8.3 Analisi de les prestacions dels algorismes

Hem simulat el problema mitjancant els dos algorismes proposats als apartats 6.6 i
6.7. Ambdos algorismes s’han simulat amb la mateixa mida de pas =0.001 per tal
que, el métode del subgradient que resol el problema extern, funcioni amb la
mateixa rapidesa en els dos casos, de manera que sigui possible comparar la
resoluci6 del problema intern (que és on difereixen els dos algorismes).

D’aquesta manera és facil entreveure certes diferéncies entre les prestacions
d’ambdds algorismes. L’algorisme B (que resol el problema intern amb el metode
de Newton amb inici no factible), on la direccié de les actualitzacions dels preus de
cada enllag ve donada pel gradient negatiu escalat per 'invers del hessia (veure
expressié 6.16), convergeix significativament més rapid que l'algorisme A (que
resol el problema intern amb el métode del subgradient).

Aix0 ho podem veure a les figures 6.7 i 6.8, on es representa l'evolucié iterativa de
la funcié d'utilitat principal X, :q Un(sy) 1 el gap d’optimalitat principal (la
diferéncia entre la funci6 d’utilitat a cada iteracié i el valor optim d’aquesta),
respectivament.
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Com es pot apreciar en la figura 6.8, en I'algorisme B (que resol el problema intern
amb el metode de Newton amb inici no factible) la funcié d’utilitat principal
convergeix al valor optim practicament en 103 iteracions, mentre que l'algorisme A
n’hi tarda més de 2x10# iteracions.

Evolucié de la funcié d'dtilitat principal
10 T T

—— Algorisme A
—— Algorisme B
——- Valor optim sum (*)

sum(U(s))
>

1OD ul - 1 - 2 ; 3 ; e ) 5
10 10 10 10 10 10
lteracio
Figura 6.8. Evoluci6 de la funcié utilitat U(s) dels dos algorismes
. Gap d'optimalitat principal
10 \ .

—— Algorisme A
—— Algorisme B

sum(U(s))-sum(U*)

lteracio

Figura 6.9 Gap d’optimalitat principal
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Observant el gap d’optimalitat principal, és a dir la diferéncia o error de la funcié
d’utilitat principal respecte el seu valor oOptim, veiem amb més detall que
'algorisme B obté un gap de 10-19 en 1.5x10% iteracions, mentre que 'algorisme A
necessita més de 6 vegades les iteracions de B per arribar al mateix gap (a la
mateixa precisio).

Analogament, s’ha representat I'evolucié de la funcié dual a la figura 6.10, on es pot
veure que V(p) arriba practicament al valor optim en un centenar d’iteracions
mitjangant I'algorisme B (metode de Newton amb i.n.f.), mentre que l'algorisme A
necessita més de 104 iteracions per arribar al mateix valor.

Evolucio de la funcié dual
35 T T T T
—— Algorisme A
—— Algorisme B
——- Valor optim V*
301 B

251 B

10 .

10
lteracio

Figura 6.10 Evolucid de la funcid dual en els dos algorismes

Ala figura 6.11 veiem el gap (o error) d’optimalitat dual, és a dir la diferéncia entre
la funcié objectiu dual V(p) i el valor optim V* d’aquesta. En aquest cas també es
pot apreciar com l'algorisme B es considerablement més rapid en convergir que
I'algorisme A (aproximadament un 600% més rapid en obtenir una precisié de 10-

10),

De la mateixa manera que en la figura 6.9, veiem com ambdds algorismes
adquireixen els que s’anomena convergéncia quadratica a partir
d’aproximadament 10+ iteracions.
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Gap d'optimalitat dual
10 T T

—— Algorisme A
—— Algorisme B

lteracid

Figura 6.11 Gap d’optimalitat dual dels dos algorismes (en valor absolut)

També és interessant observar I'evoluci6 dels preus pi pels dos algorismes, per tal
de comprovar que aquesta diferéncia en la rapidesa de convergeéncia dels dos
metodes proposats, és visible també en la optimitzacié del vector de preus p.

Evolucié del vector de preus amb l'algorisme A
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|
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|

|

|
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c1)o” 10’ 10°

lteracié

Figura 6.12 Evoluci6 del vector de preus aplicant el metode del subgradient
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A la figura 6.12 veiem que en l'algorisme A els multiplicadors de Lagrange p
associats a cada enllag arriben practicament al seu valor optim en 3x10# iteracions.
Ala figura 6.13 veiem que amb I’algorisme B els valors optims p* sén calculats amb
un nombre d’iteracions molt menor, de I’ordre de 5x106.

Evolucié del vector de preus amb l'algorisme B
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|
|
|
01f } 4
|
T
|
|
i |

10

lteracid

Figura 6.13 Evolucid del vector de preus el métode de Newton amb i.n.f.

A la figura 6.13 també veiem que I'optimitzacié de p no sempre implica fer créixer
el valor, alguns components del vector de preus p pugen a un cert valor i tornen a
zero. Aixo0 és degut a que el metode del subgradient segueix les lleis de la ofertaila
demanda a cada enllag.

Com es pot veure en I'exemple ampliat de la figura 6.14, durant les mil primeres
iteracions (en el cas de l'algorisme B) succeeix la segilient situacié a I'enllag 2: en
un primer moment, I’enllag esta sobreutilitzat i el preu d’aquest puja (ja que hi ha
molta demanda per enviar-hi trafic). Com és logic, a mesura que el preu de I’enllag
2 creix, la demanda d’aquest va baixant fins que creua el llindar del factor
d’utilitzacié 1. En aquest punt, I'enllac esta infrautilitzat degut a que la demanda
ha baixat i el preu anira descendint fins arribar a 0. En aquest punt el subgradient
h sera major que 0, la qual cosa significara que hi ha capacitat sobrant, que sera
assignada als nodes de manera gratuita (a partir de la iteracié 460, el preu de
I'enlla¢ passa a ser zero).
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Per tant veiem com el métode del subgradient, aplicat al problema extern, va
repartint la capacitat de transmissié sobrant en cada enlla¢ i assignant preus en
funcié de la demanda dels nodes. D’aquesta manera, cada node coneixera els preus
dels enllagos adjacents i podra regular el flux que injecta i el trafic que enruta a
través d’un cert enlla¢ seguint la llei de conservacié de flux.

Variacid del preu de l'enllag 2 & Demanda de trafic en l'algorisme B
10 T T

—— Preu de l'enllag 2

——- Utilitzacié maxima de I'enllag
—— Factor d'utilitzacio x2/c2

10° T 1 L L L) L T

10’ 10
lteracid

Figura 6.14 Variaci6 del preu i factor d’utilitzaci6 de 'enllag 1=2 en I'algorisme B
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7.- ENRUTAMENT I CONTROL DE FLUX CONJUNTS PER MULTIPLES
DESTINACIONS

7.1 Formulacié general del problema

En aquest apartat es descriura el problema conjunt d’enrutament i control de flux
per multiples destinacions formulat com un problema d’optimitzacié convexa, a
I'apartat 2.3.2.

Analogament al capitol anterior suposarem que l'objectiu és maximitzar una funcio6
d’utilitat concava (en comptes de minimitzar una funcié de cost convexa):

maximitzar f(x,s,t)
subjecte a Ax@D =@ qg=1..D
x@ >0 s@D>,0 d=1,..,D

Q=Zﬁ@l=w¢ (7.1)

tlSCl' l:1,,L

En aquest problema les variables d’optimitzacié son les variables d’enrutament x i
t, i la variable de control de flux s. A diferéncia del model d’enrutament single-
commodity flow, imposarem que tots els components del vector x han de ser
positius, limitant per tant el sentit dels fluxos dptims al sentit predeterminat de
cada enllag(definit en la matriu node-incidéncia A).

Existeixen diverses funcions de cost que s’adapten als problemes de disseny per
aquest tipus de xarxes. La funci6é de cost vista al capitol 5 per un model single-
commodity flow també es podria aplicar al model actual si reescrivim el trafic total
de 'enlla¢ 1 com a t; (la suma dels x| per a totes les destinacions). En aquest cas
doncs, quedaria com a una funcié convexa de t:

Fretara(® = —
l

a—t

No obstant, i seguint el mateix criteri que en l'apartat 6, en aquest problema
s’utilitzara una funci6é d’utilitat Un(d(-) concava i estrictament creixent, on Un(d(s
n(@) representara la utilitat del node n per enviar dades a una taxa s ,(9 a la
destinacié d. Aixi doncs el nostre problema de maxima utilitat quedara formulat

com:
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maximitzar g Ynnzd U,(ld)(s,(ld))
subjectea Ax@ =s@, gd=1,..,D
x@D >0 sPD>,0 d=1,..,D
t = fo"”, I=1,..,L (7.2)
d

tlSCl, l=1,,L

Més concretament, es considerara el problema conjunt d’enrutament i control de
flux com la maximitzacié de la utilitat total de la xarxa, on tots els parells origen-
destinacié definits, tindran la funcié d’utilitat logaritmica:

U,(ld) (s,(ld)) = log(s,(ld)), n+d

Per tal de poder desenvolupar un algorisme distribuit que resolgui el problema
(7.2), aquest sera dividit en dos problemes: un d’extern i un d’intern, i en cadascun
dels dos s’aplicara el metode de descomposicié dual i el métode del subgradient,
presentats en els apartat 3.2 i 3.3 respectivament.

En el problema expressat a (7.1) s’han imposat x>0, seguint les indicacions de [1],
per tal d’evitar problemes en la desigualtat d’acoblament t; < ¢; (a partir de la
definicié de t;. Aquest fet impedeix que s’hagi resolt el problema amb el metode de
Newton tal i com s’ha fet pel cas d'una sola destinacio.

7.2. Formulacio del problema extern

Mitjancant el métode de descomposicié dual convertirem el problema principal en
un problema dual equivalent, més facil de resoldre (p.e. amb el meétode del
subgradient). Reescrivim el problema principal associat a (7.2):

maximitzar g Y nea l0g (s,(ld))

subjectea Ax@ =s@, d=1,..,D
x@ >0, sD>,0 d=1,..,D

t = fo‘”, [=1,.,L (7.3)
d
tlSCl, l=1,,L

Construim el problema dual extern introduint els multiplicadors de Lagrange p
eRL per les L inequacions d’acoblament t; < ¢, formant el Lagrangia parcial:
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La funcio objectiu V(p) del problema dual extern és:

Ax@D =@ @ >0 s@D>. 0 d=1,..,D
V(p) = supy L(x,s,t,p) t = le(aw, I=1 .1 (7.5)
d

x,S,t

Per tant el problema dual extern associat al problema principal sera:

minimitzar V(p)
subjecteap = 0 (7.6)

Com que la funcié dual V és sempre convexa es pot dir que aquest és un problema
d’optimitzaci6 convexa. S’assumeix que la condicio de Slater [7, §5.2] se satisfa, és a
dir, que existeix una soluci6 factible de x, s i t tals que t1 < c. D’aquesta manera s’
acompleix el que s’anomena dualitat forta (strong duality) amb la qual cosa els
valors de x, s i t que optimitzen el problema dual (7.6) també optimitzaran el
problema principal (7.3).

Com que la funcié objectiu principal no és estrictament concava en les variables x i
t, la funcié dual és només diferenciable per parts. Per tant el problema dual és un
problema d’optimitzaci6é convexa no-diferenciable.

Per solucionar el problema dual extern (7.6) utilitzarem el métode del subgradient,
mitjancant el qual, en cada iteraci6 sera necessari avaluar la funcié dual V(p) i
calcular el seu subgradient per qualsevol variable dual p>0. Aixi doncs, es
maximitzara 'expressio (7.4) de manera iterativa, mitjancant el problema intern.

7.3 Formulacio del problema intern

Podem formular el problema principal intern a partir de (7.4) i (7.5):
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maxz Z log(s,(ld)) — Zpltl +Z DiCy
x,S,t - l

d nn#d

subjecte a Ax@D = s(d), d=1,..,D (7.7)
x@ >0, sD>,0 d=1,..,D

tlzle(d), l:1,,L
d

Per tal de poder acoblar la restriccié d’igualtat Ax(? = s(® al Lagrangia definit a
(7.4) també utilitzarem el metode de descomposici6 dual, introduint un nou
multiplicador de Lagrange v i formant aixi un nou Lagrangia L":

L'(x,s,t,p,v) = L(x,s,t,p) + Z (@7 (Ax@D — @) (7.8)
a
= Z Z log(sr(ld)) - Z pit; + Z pic + Z @D (Ax@D — @)
d nn#d l l d

[ per tant, aplicant el metode de descomposicié dual a (7.8), definirem un nova
funcié dual Q(v):

x>0 sD>,0 d=1,..,D
QW) =supy L'(x,s,t,p,v) | 4 = lem), I=1 .1 (7.9)

X,S,t
d

a partir de la qual definirem el segiient problema, que anomenarem problema dual
intern:

minimitzar Q(v) (7.10)
subjecteav =0

Aixi doncs el problema conjunt d’enrutament i control de flux per multiples
destinacions constara de dos problemes duals, un problema dual extern (7.6) i un
problema dual intern (7.10) cadascun dels quals sera resolt amb el métode del
subgradient.

7.4 Consideracions per a la resoluci6 del problema

Si ens fixem en el problema extern, veiem que té una estructura especial que ens
permetra descomposar-lo en D subproblemes d'una sola destinacié (single-
commodity flow problems), amb la qual cosa el problema global es podra resoldre
de manera més eficient:
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@y _ (a)
e wals?) -3 S
d d l

nn#d

subjectea Ax@® =s@®, d=1,..,D (7.11)
x@ >0, sD>,0, d=1,..,D

Val a dir que de cara a la resolucié del problema, el terme Xpici s’ha ignorat ja que
al maximitzar la funcio respecte x, s i t, aquest desapareixera.

Simplificant I'expressié (7.11):

(@) (@)
e 3 o) Y
l

d nn#d

subjecte a Ax(@D = s(d), d=1,..,D (7.12)
x@ >0 s@D>,0, d=1,..,D

Analogament, aquesta descomposicié en D subproblemes d’'una sola destinacié
també es podra aplicar al problema intern:

x,S,t
d nn#d

subjectea x@ >0, s@>,0, d=1,..,D (7.13)

max Z log(sr(ld)) - Z plxl(d) —v@T(Ax@ — 5(@)
1

A la realitat, el fet de poder separar el problema en D subproblemes ens permetra
implementar un algorisme distribuit, on cada node podra calcular per si sol quant
flux podra injectar i com enrutara el trafic en cada moment, sense necessitar
informaci6 sobre I'estat dels altres nodes.

Per altra banda, quan solucionem el problema dual extern (7.6) i obtenim una
variable dual optima p*, pot succeir que les corresponents solucions x*(p*), s*(p*) i
t*"(p*) corresponents al problema principal intern, no siguin totalment factibles. En
particular, aquestes solucions poden violar lleugerament la limitaci6é de capacitat t;
< ¢, que s’ha relaxat quan hem format el problema extern. Aixo és un fenomen tipic
en la descomposicié dual de problemes d’optimitzacié convexa amb funcions
objectiu principals que no siguin estrictament concaves/convexes (veure [8, §6]).

Per tant una altra conseqiiencia de la concavitat no estricta de la funci6é objectiu
principal és que s’ha d’anar en compte al recuperar les solucions principals
optimes en el métode de descomposicié dual. Una manera de fer aixo és afegir un



76 Enrutament i control de flux en xarxes hibrides satél-lit-terrestre

petit terme de regularitzaci6 perque la funci6 objectiu principal sigui estrictament
concava.

En el nostre cas afegim un petit terme quadratic a la funci6 d’utilitat total [9], i de
fet es maximitzara:

z z log(s,(ld)) _sz(d)Tx(d)

d nn+d d

La constant € sera un nombre positiu petit, el valor de la qual determinara la
influéncia d’aquest terme quadratic en les solucions optimes de x*,s* i t*. Es pot
veure que la funci6 segueix sent separable entre destinacions (amb la qual cosa
sera més facil implementar 1'algorisme). Val a dir que la solucié del problema per
diferents valors de € no variara substancialment. No obstant, s6n recomanables
valors de € reduits (p.e. €=0.1). Afegint aquest terme quadratic ens assegurem que
hi hagi una soluci6 tnica per al nostre problema.

7.5 Aplicacio del metode del subgradient pel problema extern

Analogament al apartat 6.4, definim el vector h € Rl com un subgradient de la
funcié convexa no diferenciable V a p, tal que:

V(g) 2 V() +h"(q —p)

per qualsevol q (veure [15]). Donada una variable dual p>0, x*(p), s*(p), t*(p) s6n
solucions optimes d’aquest problema. De la definici6 de la funci6 dual a (7.5),
trobem que un subgradient h € Rl de V a p ve donat per I'expressio:

hy=c -1t

Val a dir que hi pot ser interpretat com I'excés de capacitat en I'enllac ], és a dir, la
diferéncia entre la capacitat proporcionada pel sistema de comunicacions (cabal
contractat) i el trafic proposat per I’enrutament.

Podem interpretar la variable dual p; com el preu per la capacitat de I'enlla¢ | (p.e.
en € per unitat de flux). D’aquesta manera el problema té una interessant
interpretacié econdmica: estem intentant maximitzar la funcié d’'utilitat total on
descomptarem el cost total dels flux utilitzat en cada enllac¢ (destinat a qualsevol
destinaci6), que ve donat pel terme Zipit, i afegint el guany obtingut de les
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capacitats que son suportades, que ve donat pel terme Zipic. El problema extern
coordinara aquestes operacions a través del vector de preus p. Aixi doncs, el
metode del subgradient aplicat en el problema extern ens servira per actualitzar
aquests preus per tal d’arribar a una coordinaci6 optima.

A Tl'aplicar el metode del subgradient, comengarem amb un punt inicial p(1). A cada
pas d’iteracié k=1,2,3..., calcularem la funci6 dual V(p®) i el subgradient h®), i
llavors actualitzarem la variable dual externa d’aquesta manera:

p®tt) = [p® — g a7,

on [-]+ denota projeccié a l'ortant no negatiu i fx és la mida de pas (un nombre
escalar positiu). Hi ha diverses formes d’escollir la mida de pas (veure apartat 3.3),
en el nostre cas s’utilitzara una mida de pas constant 0 < fx < 0.1.

7.6 Aplicacio del metode del subgradient pel problema intern

Analogament al problema extern i seguint els mateixos passos que en la resolucié
del problema per una sola destinacié (apartat 6.5), definirem g € RNxP com un
subgradient de la funcié convexa no diferenciable Q a v, tal que:

Qm) = QW) +g"(m—v)

per qualsevol m. Donada una variable dual v>0, x*(v), s*(v), t*(v), p*(v) son
solucions optimes d’aquest problema. De la definicié de la funci6 dual a I'expressio
(7.10), trobem que un subgradient g € RNxD de Q a v ve donat per I'expressio:

g=A4x—s

Val a dir que g pot ser interpretat com la quantitat de flux que falta per assignar a
cada node, tenint en compte que hi ha un cert trafic x entrant i sortint, i un cert flux
injectat s, de tal manera que, com s’ha de complir la llei de conservacié de flux, la
quantitat de flux sobrant per assignar s’anira fent cada cop més petita. També
podem interpretar gn(4) com el trafic sobrant en el node n amb una certa destinacio.
El metode del subgradient doncs, aplicat al problema dual intern, anira assignant
de manera iterativa part de la g restant a qualsevol dels fluxos entrants o sortints.
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Figura 7.1 Representacid grafica del subgradient intern g per multiples destinacions

Per exemple, el model de la figura 7.1, pel qual suposem k destinacions, haura de
complir:

94:(94(51) gizz) gz(LZk))

(#1) = xﬁzl) + xézl) + xézl) - xézl) - xézl) - sizl)

on g,
94(122) — xﬁzz) + xéZZ) _ xézz) _ x[()Zz) + xézz) _ Sizz)
gizk) — xﬁZk) + ngk) + xézk) _ x[()Zk) _ xéZk) _ SiZk)

L’aplicaci6 del metode del subgradient pel problema interior té una interessant
analogia amb un circuit electronic, ja que podem interpretar cada variable dual
vn(@ com un potencial i per tant ATv (d’ara endavant Ave ‘RL*D) com la diferencia de
potencial; el flux injectat sn(d) com el corrent exterior injectat cap a un node, el flux
xj com el corrent a la branca j, i per tant la llei de conservacié de flux equivaldria a
la llei de Kirchoff. En el nostre cas, veurem més endavant que calcularem les x (el
corrent) com una funcié de la diferéncia de potencial Av.

Reescrivim l'expressié que s’haura de maximitzar introduint el terme quadratic
que sera necessari afegir per tal d'implementar correctament I'algorisme:

y(x,s,p,v) = Z Z log(s,(ld)) — (xDTx (@)

nn#d

d
- Z px® —v@T (Ax@D — @) (7.14)
1

ATaplicar el metode del subgradient al problema intern, comencarem amb un punt
inicial v(1). A cada pas d’iteracio k=1,2,3..., calcularem el subgradient g, i llavors
actualitzarem la variable dual interna d’aquesta manera:

p+D) = () _ g g(0)

on [-]+ denota projecci6 a 'ortant no negatiu i ax és la mida de pas (independent de
la mida de pas del problema extern k). Hi ha diverses formes d’escollir la mida de
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pas (veure apartat 3.3), en el nostre cas s’utilitzara una mida de pas constant 0 < ok
< 0.1. En funcié de la nostra tria d’aquest parametre, 'algorisme convergira amb
més o menys rapidesa, ja que actualitzarem la variable dual v amb canvis més o
menys bruscos. Si triem una mida de pas elevada, v pot tenir actualitzacions massa
brusques i no convergir.

A part actualitzarem les variables x i s, obtenint-ne en cada iteracié els valors que
maximitzin la expressio (7.14):

x* = argmaxy(x,s,p,v)
x20

s = argmax y(x,s,p,v)

Aixi doncs, a cada iteracié calcularem:

. (—p, + Ay, O)
x* = max | ————,
Ze
. 1
s,(ld) =~ pern+d
vn

Per ultim, cal recordar que per tal de respectar la llei de conservacié de flux
imposarem:

séd) _ _z Sr(ld)
nn#d

Val a dir que des del principi s’han imposat x positives perque en el model de
multiples destinacions es representara un enllag bidireccional com a dos enllacos
unidireccionals cadascun dels quals tindra un trafic major o igual a 0.

Integrant els dos métodes del subgradient (un aplicat al problema extern i I’altre a
I'intern), ens quedara un algorisme amb la segiient forma:

Algorisme del doble meétode del subgradient per resoldre el problema
conjunt d’enrutament i control de flux per miltiples destinacions

definicio vector de capacitats c i matriu node-incidéncia A
definicid constant del terme quadratic € i mides de pas a.i 3
inicialitzacio variables: x, s, p, v

repetir
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actualitzacio g (p,intern)
repetir per cada destinaci6
actualitzacio v,s,x (p.intern)
calcul de T (acoblament entre els dos problemes)
actualitzaci6 h i p (p.extern)

fins que NumlIteracions=Max_Iteracions o0 norma(Ax-s)<Precisié

De la mateixa manera que en I'algorisme A emprat pel cas d'una sola destinaci6, no
és necessari crear un bucle iteratiu que repeteixi només el problema intern, amb
una Unica actualitzacié del problema intern dins de cada iteracié (del problema
extern) és suficient perqueé 'algorisme convergeixi al valor optim.

A la figura 7.2 podem veure un esquema que descriu les fases de l'algorisme
implementat:

Problema extern

DESCOMPOSICIO DUAL
Capacitat Maxima ¢, > Trafic t;

,

Preus fixats

l

DESCOMPOSICIO DUAL
Llei conservacié flux Ax@=s"®

!

Problema intern

= Preus / Potencials Fixats
I
Vector
v
Nou A
vector v|

Caleul X s, a partir de vi p

Vectors
xis

CALCUL SUBGRADIENT

[
Subg..
intern g
v

SEPARABLE EN D SUBPROBLEMES

Actualitzacié Vector de Preus /
Potencials

¢ Vectors x i s per cada
destinacid

Calcul vector t

¢ Vector t

CALCUL SUBGRADIENT
Capacitat sobrant a cada enllag

‘ Subgrad. extern h

—Nou vector p— Actualitzacié Vector de preus

Figura 7.2 Diagrama de flux de l'algorisme emprat
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7.7 Exemple numeéric

A continuacié es presenta un exemple numeéric per tal d’il-lustrar el problema
conjunt d’enrutament i control de flux per multiples destinacions.

Posarem com a exemple la xarxa hibrida satel-lit-terrestre de la figura 7.3,
constituida per una serie de terminals interconnectats entre ells mitjangant
enllacos terrestres, inalambrics i satel-litals. Considerem alguns dels enllacos
simetrics i d’altres asimeétrics (p.e. enllacos satel-litals, ADSL,...). Tanmateix,
considerarem que cadascun dels nodes pot transmetre a qualsevol altre node, és a
dir, que tots els nodes poden sén origen i destinaci6 de flux (model
multicommodity flow). S’han pres valors realistes dels limits de capacitat de cada
enllag, compresos entre 256Kbps i 10Mbps.

ESTACIONS
BASE WIMAX COBERTURA

ZONA 2

Figura 7.3. Model de xarxa per a I'exemple del problema conjunt per multiples destinacions.

7.7.1 Model equivalent de topologia de xarxa

Es resoldra aquest problema implementant, en Matlab, I'algorisme de 'apartat 7.6,
que utilitza el meétode del subgradient tant pel problema extern (7.6) com pel
problema intern (7.10), i que explota l'estructura separable per destinacions de la
formulacié del problema. Per tal de poder-ho fer, el primer pas sera transformar el
model de la figura 1, de 14 nodes i 23 enllacos bidireccionals, en un model
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equivalent de 14 vértexs i 46 arestes (representem cada enllag bidireccional com
dos enllagos unidireccionals), tal i com es pot veure en la figura 7.4.

Figura 7.4. Model equivalent de la topologia de xarxa

Cal recordar que I'objectiu d’aquesta simulaci6 sera obtenir la matriu de trafic x*
optima (x € R46x14) i |]a matriu de flux injectat s* optima (se R14x14),

A partir del model equivalent de la figura 2, la matriu node-incidencia A € R14x46
vindra determinada per:
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A partir de les definicions si I'’element A;=1 l'enllag j surt del node i, mentre que si
Ajj=-11'enllagj entra al node i (si un node i i un enllag j no estan associats, A;=0).

Per facilitar la simulacié farem una conversié dels valors de limit de capacitat de
cada enllag, de tal manera que 512Kbps equivaldran a 1 unitat de trafic. Aixi, ens
quedara el segiient vector de capacitats c:
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C:[828442412220204444221010202044202010102220200.50.542022210221124];

Alafigura 7.5 veiem els limits de capacitat assignats a cada enllag, on el gruix de
cada enllag és proporcional a la capacitat assignada.

Figura 7.5. Model equivalent amb el limits de capacitat de cada enllag

7.7.2 Resultats de la simulacio

S’ha simulat I'algorisme amb una constant ¢ reduida (¢=0.1) per tal de minimitzar
I'impacte del terme quadratic en els resultats. Veiem a les taules 7.1 i 7.2 els valors
optims del trafic x i el flux injectat s per les diferents destinacions, que defineixen
I'enrutament i el control de flux optim.

n| d=1|d=2|d=3 | d=4 | d=5|d=6 |d=7 | d=8 | d=9 [d=10|d=11|d=12|d=13 |d=14
1(-7,9271|0,8914| 1,755 |0,4405| 0,411 |0,4077| 0,149 |0,1655|0,9847 [ 1,3704| 0,618 |0,2004| 0,145 |0,3886
2 (10,9589 |-7,6292| 0,944 |0,6062|0,5523|0,5356|0,1614 | 0,1816| 0,878 [0,9053|1,0754 | 0,1964 | 0,1424 | 0,4916
312,0289|0,9207 | -8,576 | 0,4479 | 0,4174 | 0,4145|0,1502 | 0,1668 | 1,063 |1,5892| 0,632 |0,2031|0,1465 | 0,3958
4 10,4499 |0,7786 | 0,4471|-9,4057(1,7529 | 1,6132 | 0,1946 | 0,226 |0,9371|0,4402|1,1611|0,2001 | 0,1444 | 1,0604
510,4316|0,7235| 0,429 |1,2994 |-8,3649| 1,4318|0,1922|0,2228 | 0,8611 | 0,4226 | 1,0195 | 0,1967 | 0,143 | 0,9917
6
7
8
9

0,4012{0,6396| 0,399 |1,3613|1,7526 (-9,3183|0,2121 | 0,2501 | 0,7432 | 0,3935 | 0,8355|0,2273 | 0,1538 | 1,9492
0,1635|0,1904 | 0,1636 | 0,1959 | 0,1982 | 0,1998 |-5,1116| 0,2684 | 0,496 |0,1641|0,19350,5392|0,5089 | 1,8302
0,1531{0,1769|0,1528 | 0,1864 | 0,1922 | 0,1937 | 0,2234 |-4,0354| 0,3034 | 0,1521 | 0,1809 | 0,1641 | 0,3091 | 1,6472
0,2322{0,28810,2347 | 0,25120,2412 | 0,2429|0,1743 | 0,1312 |-2,9877|0,2399 | 0,2931| 0,2501 | 0,1694 | 0,2394
10| 1,7024 | 0,8397|1,8193 | 0,4324 | 0,4039 | 0,4017 | 0,1605 | 0,1648 | 1,9825 |-9,2704| 0,5994 | 0,2225 | 0,1565 | 0,3847
11{0,6119|1,5063 | 0,6068|1,1351 | 0,9702 | 0,8667 | 0,1805 | 0,206 |2,0533|0,5943 |-9,8395| 0,225 |0,1569|0,7265
12| 0,2084 | 0,2539|0,2091 | 0,2336 | 0,2315| 0,234 | 0,503 |0,1802 | 1,6639|0,2115 | 0,2591 |-4,9266|0,2618 | 0,4767
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13| 0,2042 | 0,2469 | 0,2054 | 0,2221 | 0,2159|0,2179 | 0,6727 | 0,5504 | 1,5194 | 0,2084 | 0,2507 | 0,3189 |-5,4538| 0,6209

14| 0,164 |0,1917|0,1636|0,2053 | 0,2142|0,2164 | 0,2357 | 0,2863 | 0,1953 | 0,1628 | 0,1968 | 0,1706 | 0,1657 |-2,5684

Taula 7.1. Solucions del flux injectat optim s,(@

1 1,4292 0 0 0 0 0,2995 0 0,145 0 2 0 0,7996 0 3,0781
2 0,2944| 0 0 0 0 2,849 0 2,48120,5086 0 0 0,0977|1,3545 0
3 0 0 0 0,914 0 0 0 0,604 |0,0991 0 0,0499 0 0 0
4 0 0 0,1655 0 0,1716 0 1,0453 0 0 0,1964 0 0,1424| 0 0
5 0 0,2265|1,0415 0 0 1,0879 0 0,8503 0 0,0826 0 |4,6494)|0,8354 0
6 0 0,28311,6934 0 0 0 0 1,0872 0 0 0 0,8347 0 0
7 101614 0 0 0 0 0 0,1816 0 1,5572 0 0 0 0 0,3476
8 0 0,1465 0 0 0 3,1463 0 0,4355|2,9653 0 0 0 2,4644 0
9 0 2,48010,5009 0 0 0,0835|1,3472 0 0 0 0 0,8993 0 0
10 0 0,5684 |0,1445 0 0,0058 0 0 0 0 0 0,1668 0 0 0
11 [1,0294| 0 0 0,0826 0 0,0097 0 0 0 0,1756|0,5195 0 0 0,553
12 0 0,2646 0 0,0697|2,1157 0 0 0 0 0,2471 0 |4,3062 0 2
13 0 3,0995 0 0,1176 0 1,6158 0 0 0,3294 0 0 0,1348 0 0
14 0,226 0 0 0 0,9027 0 0 0,0416 0 0 0 0 0 0,1758
15 [0,5014] 0 0 0,535 0 0,2468 0 0,0698]2,0067 0 0 2,8727 0 3,4922
16 0 1,0563 2 0 0,3557 0 0 0,1551 0 1,5497 0 0 0,3352 0
17 0 0,143 0 0 0,2228 0 0 0 0,7432 0 0 0 0 0
18 0 0 0 0,1762]0,4713 0 0 0,5051 0 0,2173 0 0,07 |1,8332 0
19 0 1,1003]2,8529 0 0 2,3116 0 0 3,6729 0 0 0,2273 0 2,5651
20 0 0 0,3658 0 0 0,1538 0 0 0,2501 0 0 0,2528 0 0,3144
21 (10,8073 0 0,256 0 0 0 0,0888 0 0,146 0 0 0,0923 0 0
22 |0,0175 0 0,4287 0 0 0 0,1982 0 0 0,3078 0 0 0,5036 0
23 0 0 0,9016 0 0 1,3464| 0 2,7319 0 1,0333]0,2684| 0 0 0
24 0 0 0 0 0 0 0,3034 0 0 0 0 0,1521)0,2158 0
25 0 0,2422 0 0 0 0,0627]0,6349 0 0 0 0,1922 0 0 0,8158
26 0 0 1,0023 0 0 0 1,3882 0 0 0,1641 0 0 0,3875 0
27 0 1 0 3,0354 0 0,701 0 1,6193 0 0,4244 0 0,243 0 0
28 |0,4612 0 0,0057 0 0 0 0 0 0,2265 0 0,2938 0 0,0982 0
29 0,143 0 0,9343 0 0 0 0 0,683 0 0 0 0,2971]0,1743 0
30 0 0 0 0 0,0735 0 0,0576 0 2,522 0 0 0 0 0,383
31 0 0,1565 2 0 2,7483 0 0 0,4863]0,7403 0 2 0 0,1887 0
32 0 2,3869|0,4711 0 0 0,0672]1,3164 0 0 0 0 0,884 0 0
33 0 0,5495(0,1605 0 0 0 0 0 0 0 0,1648 0 0 0
34 12,4351 0 0 0,225 0 0,1569 0 0 0 0,1732] 0,68 0 0 0,7119
35 0 0,4211 0 0,0681]3,3193 0 1,5858 0 0 0,61562,4993 0 0 0
36 0 1,3642 0 0 0 1,113 0 0 0,1805 0 0 0 0 0
37 0,206 0 0 0,4884 0 0,8525]3,0049 0 0 0 0 0 0,2769 0
38 (10,1284 0 0 0,0122 0 0 0,08 0 0,3944 0 0 0 0,2315 0
39 0,199 0 0 0 0,0346 0 0,5 0 0 0 1,4217 0 0 0,5493
40 0 0,369410,1076 0 0,0726 0 0 0,5577 0 1,2138 0 0 3,2909 0
41 0 0 0,3494 0 0,0602 0 0 0 0 0 0,144 [ 0,3071 0
42 0 0 0,2159 0 0,656 0 0 0 0 0,4338 0 0 0 0
43 0 0,3189 0 0,6209|1,6125 0 0,5504 0 0 0 0 0 0,1953 0
44 0 0 0 0 0 0 0 0,1628]0,2302 0 0 0,2602 ) 0
45 0 0,06620,6821 0 0 0,0271]0,2412 0 0 1,0472 0 0 1,2525 0
46 0 0 1,7102 0 0 0,1706| 0,572 0 0 0,1657 0 [ 0,2863 0

Taula 7.2 Solucions de I'enrutament optim x;(4)

Com es pot veure en la taula 7.1, la diagonal de la matriu S obtinguda correspon al
flux que rep cada node n (és la suma del flux originat en els altres nodes i que té
com a destinacié el node n). Per aquest motiu, prenen valors negatius (tenen el
sentit contrari al flux injectat).
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Ala figura 7.6 podem veure graficament quins nodes injecten més flux cap a certes
destinacions (a més flux injectat, vermell més fort) i quins nodes reben més flux (a
més flux rebut, blau mari més fort).

Flux injectat
2 (1Mbps)

i +-2 (-1Mbps)

+-4 (-2Mbps)

Crigen

-6 (-3Mbps)

-8 (-4Mbps)

-10 (-5Mbps)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Destinacio

Figura 7.6 Representacié grafica de la solucié optima s*

Pel que fa a les solucions optimes de x*, veiem que l'enrutament optimitzat
comporta que molts enllagos no siguin utilitzats per transmetre informacié a
certes destinacions. Per tant molts components x(4) tenen valor optim zero.

La transmissié de flux cap a una certa destinacié només implicara la utilitzaci6 d’
entre 12 i 20 enllacos unidireccionals (d’'un total de 46).

A la figura 7.7 veiem de manera grafica quins enllagos no s6n utilitzats per
transmetre informaci6 a una certa destinacié (color blanc) i quins sén més o
menys utilitzats (a gris més fosc, més trafic assignat).
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Enrutament

4.5 (2.25Mbps)

4 (2Mbps)

3.5 (1.75Mbps)

3 (1.5Mbps)

— 25 (1.25 Mbps)
[

F 2 (1 Mbps)

Enllag

H 1.5 (768 Kbps)

F =1 (512 Kbps)

F 0.5 (256 Kbps)

45

Destinacid

Figura 7.7 Representacié grafica de la solucié optima x*

Ala figura 7.8 veiem una manera més intuitiva de representar la solucié optima x*,
I'enrutament optim per cada destinaci6. En aquesta representacié el gruix de
I'enlla¢c mostra el factor d’utilitzaci6 d’aquest. Veiem com alguns nodes enruten
predominantment pels enllagos satel:litals i d’altres pels enllagos terrestres.
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Si sobreposem tots els grafics de la figura 7.8 obtenim el vector t, és a dir el trafic
total a cada enllag (per totes les destinacions), que podem veure a la figura 7.9 (on
el gruix de 'enlla¢ representa és proporcional a la quantitat de trafic i els enllagos
en blau estan al maxim de la seva capacitat.

Figura 7.9 Representaci6 del valor optim de t*

La solucié numerica corresponent al vector t* es mostra a la taula 7.3.

1 5.6799 11 3.9245 21 12.016 31 6.8216 41 2

2 2 12 5.1882 22 11.998 32 9.365 42 2

3 6.351 13 4 23 4 33 0.5 43 1

4 4 14 4 24 4 34 0.5 44 1

5 3.8122 15 4 25 4.075 35 4 45 2

6 2 16 4 26 4.8863 36 9.6972 46 3.0354
7 3.8502 17 2 27 10 37 2

8 1 18 2 28 9.8449 38 2

9 2 19 3.1211 29 2 39 2

10 2 20 3.3381 30 2 40 3.902

Taula 7.3 Valors optims de t*

A la taula 7.4 veiem el vector de preus p* optim, on veiem que analogament al cas
per una sola destinacio, els enllagos que no estan utilitzats a la seva maxima
capacitat (poca demanda) tindran preus nuls mentre que els enllacos amb un
factor d'utilitzacié ti/ciigual a 1 tindran un preu p1 major que zero. Els enllacos que
tenen un multiplicador de Lagrange pi igual a zero (i que per tant tindran capacitat
disponible) constitueixen gairebé un 40% del total d’enllagos.
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1 0 11 0 21 0 31 0 41 1.1639
2 4.0290 12 0 22 0 32 0 42 1.7583
3 0 13 0.8345 23 0.7135 33 4.1740 43 1.7068
4 3.0885 14 0.5062 24 0.4063 34 4.3536 44 3.0351
5 0 15 0.4931 25 0 35 4.2785 45 3.4361
6 3.9134 16 0.8417 26 0 36 0 46 0

7 0 17 0.7909 27 0.3811 37 1.7037

8 5.8539 18 0.9346 28 0 38 1.5854

9 0.1874 19 0 29 0.3696 39 4.1287

10 0.3297 20 0 30 0.1705 40 0

Taula 7.4 Valors optims de p*

A part d’estar directament relacionat amb la utilitzaci6 optima de cada enllag,
podem establir una certa relacié entre el vector p* i la capacitat maxima de cada
enllac. En els enllacos que tenen una capacitat for¢a baixa en comparaci6 amb la
mitja (valors menors de 2Mbps, p.e. enllacos 33, 34, 39, 44, 45), el preu de la unitat
de trafic sera major ja que aquesta sera més escassa.

També veiem que els enllacos satel:litals de pujada, al tenir també una capacitat
forca reduida i ser estratégicament molt utils (ja que connecten quasi directament
parts que no estan gaire ben comunicades a través dels enllagos terrestres) tenen
un preu forga elevat. Qualsevol node que vulgui utilitzar I'enlla¢ de pujada de
satél-lit per tant haura de pagar-ne un preu ben alt, mentre que els enllagos de
baixada satel-litals, al tenir una capacitat considerable tindran un cost de
transmissié d’informacio 0, en les condicions plantejades en aquest exemple.

Per ultim cal remarcar que s’ha obtingut un valor fpri*=fauar™ (igual a -213.93), i per
tant es comprova que hi ha dualitat forta, amb la qual cosa optimitzem
I'enrutament i el control de flux al trobar el vector de preus p* optim (al resoldre el
problema extern mitjancant el metode de descomposicié dual i el métode del
subgradient).

7.7.3 Analisi de les prestacions dels algorismes

Hem simulat I'algorisme per diferents valors de la mida de pas del subgradient
exterior ($=0.02, 0.01, 0.005). El resultat obtingut és satisfactori ja que I’algorisme
convergeix a valors optims de p* i v* i per tant, a I'’haver-hi dualitat forta,
convergeix també als valors optims de x*, s* i t*.
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A les figures 7.10 i 7.11 podem veure 'evoluci6 de la funcié d’utilitat i el gap
d’optimalitat principals, mentre que a les figures 7.12 i 7.13 observem I'evoluci6 de
la funcié objectiu i el gap d’optimalitat duals, respectivament.

El fet de simular I'algorisme per diferents mides de pas ens permet veure en quina
magnitud varia la rapidesa de convergéncia al variar aquest parametre.
Naturalment pel cas $=0.02, I'algorisme convergira més rapidament al valor optim
ja que estem modificant el subgradient més bruscament que en els altres dos casos.
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Figura 7.10. Evoluci6 de la utilitat sum(U(s)) amb el métode del subgradient per diferents mides de
pas

A la figura 7.11 veiem com amb el mateix nombre d’iteracions (1.5x10%) el gap
d’optimalitat principal amb una mida de pas $3=0.02 és de 10-1%. Amb una mida de
pas inferior la precisi6 amb el mateix nombre d’iteracions és inferior ('error és
major). Per exemple per f=0.01 la diferencia d’optimalitat principal és de 10-¢i per
3=0.005 és de 104 aproximadament. Val a dir que en el cas més rapid p=0.02,
aprop de les 1.5x10% iteracions comeng¢a el que s’anomena convergéncia
quadratica (la reduccio del gap sembla que es redueixi quadraticament).

Donats els valors de d’aquest exemple numeéric, si s’executa el mateix algorisme
per valors de mida de pas superiors (p.e. p=0.05), I'algorisme no funciona
correctament, ja que el subgradient s’actualitza massa bruscament i no consegueix
convergir als valors optims.
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Figura 7.11. Gap d’optimalitat principal per diferents mides de pas

Ala figura 7.12, I'algorisme amb =0.02 també convergeix més rapidament que els
altres casos, perd durant unes iteracions I'algorisme amb =0.005 esta més aprop
del valor optim. Aixd només pot succeir en les primeres iteracions (cal remarcar
que la representacid és en escala logaritmica), en algun moment que 1'algorisme
més rapid ha actualitzat els vector de preus més bruscament (degut a la mida de
pas major) i s’ha desviat més que els casos que tenen una convergencia més suau.

Evolucié de la funcid objectiu dual
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Figura 7.12. Evoluci6 de la funcié dual V(p) per diferents mides de pas
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A la figura 7.13 es pot veure més clarament que en el cas de la funci6 dual també
convergeix més rapid I'algorisme amb =0.02. Les xifres de precisié sén quasi bé
identiques al gap d’optimalitat principal , tal i com es pot veure en la figura 7.10,
aconseguint valors de precisio per aquesta mida de pas que estan entorn de 10-10 a
les 1.5x10% iteracions.
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Figura 7.13. Gap d’optimalitat dual per diferents mides de pas

Un altre parametre del qual val la pena observar-ne I'evolucié és la norma de
cadascun dels subgradients.

A la figura 7.14 es pot observar la norma del subgradient g, que veiem com es
redueix fins a zero, ja que en l'optimitzaci6 del problema intern es té com a
objectiu repartir el flux sobrant a cada node (respectant la llei de conservacié de
flux Ax=s). Aixi doncs, a partir d’aquesta grafica, podem dir que en 1,5x10%
iteracions, la llei de conservacié de flux es compleix amb una precisié aproximada
de 10-¢ pel cas =0.02, 10> pel cas =0.01 i 104 pel cas =0.005. Es pot observar
també que a partir de 103 iteracions la reducci6 de la norma de g és lineal.

En canvi, tal i com es pot observar en la figura 7.15, la norma del subgradient h,
corresponent al problema extern, no tendeix a 0, tendeix a un cert valor major que
zero. Aix0 és logic ja que en el problema extern el subgradient va repartint la
capacitat sobrant en cada enllag als diferents fluxos perd mai aconsegueix que tots
els enllacos estiguin al maxim de la seva capacitat. Només en aquest cas
s’aconseguiria que la norma del subgradient h (||c-t||) convergis a zero.
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Addicionalment, a les figures 7.14 i 7.15 també observem que l'algorisme amb una
mida de pas P superior és el que obté una precisi6 més elevada amb el mateix
nombre d’iteracions.
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Figura 7.14 Evolucid de la norma del subgradient intern g
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Figura 7.15 Evolucié de la norma del subgradient extern h
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A la figura 7.16 s’ha representat el factor d’utilitzaci6 dels enllagos (amb una mida
de pas p=0.02). Es interessant observar com en el primer centenar d’iteracions el
factor d’utilitzaci6 creix des de zero (es va assignant la capacitat de cada enllag) i
en alguns casos arriba a estar molt per sobre del maxim permes (250%),
convergint després cap al maxim permeés (ti/ci=1).

Aquests casos corresponen als enllagos amb una capacitat molt baixa (p.e. els
enllagos 33 i 34, que tenen una capacitat maxima de 256Kbps). Aix0 succeeix
perque estem utilitzant una mida de pas forca alta i anem actualitzant el vector de
preus bruscament de manera que a les iteracions inicials el preu pi de I'enllac creix
molt. En un cert moment, el preu esta molt elevat i als nodes no els hi surt a
compte transmetre per aquests enllacos. Llavors es rectifica el procés: els preus
baixen lleugerament i el factor d’utilitzaci6 acaba tendint a 1.

Amb una mida de pas f inferior, aquesta sobreutilitzacié d’alguns enllagos no seria
tan accentuada ja que es faria la actualitzaci6 del vector de preus de manera més
suau.
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Figura 7.16 Evolucié del factor d’utilitzacié dels enllagcos amb $=0.02
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Per ultim és interessant veure, a la figura 7.17, I'evolucié del vector de preus p
(ampliat en les iteracions inicials, abans que convergeixi, i representat en escala
logaritmica). Tal i com s’ha explicat en I'apartat 7.7.2, el métode del subgradient va
actualitzant el vector de preus seguint la llei de I'oferta i la demanda. Els enllagos
amb una p > 0 corresponen a nodes que utilitzen la seva capacitat al 100%.
Addicionalment els enllagos amb una p elevada acostumen a tenir una capacitat
forca limitada per la qual cosa la seva capacitat de trafic disponible s’exhaureix
rapidament i el seu preu comenga a créixer amb poques iteracions.

Evolucio del vector de preus p

lteracio

Enllagos

Figura 7.17 Evolucié del vector de preus
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8.-CONCLUSIONS

En aquest document s’han estudiat, de manera exhaustiva, algorismes
d’optimitzaci6 d’enrutament i control de flux en xarxes hibrides satél-lit-terrestre.
S’han posat a prova alguns meétodes per estudiar ’enrutament i el control de flux
de manera separada i conjunta, plantejant quatre problemes d’optimitzaci6
convexa: optimitzacié del control de flux (maxima utilitat de xarxa), optimitzaci6
de 'enrutament (minim retard) i optimitzacié conjunta de 'enrutament i control
de flux per models d'una sola destinaci6é i multiples destinacions, tractats en els
capitols 4,5,6 i1 7 respectivament.

Més concretament, en el capitol 4, s’ha estudiat el problema individual de control
de flux, en el que l'enrutament ve fixat i simplement hem d’optimitzar el flux
injectat a la xarxa (a partir d’'una funci6é d’utilitat logaritmica). S’han aplicat dos
algorismes ja existents per resoldre aquest problema: el metode del gradient i el
meétode de la barrera logaritmica.

S’ha pogut comprovar que els algorismes utilitzats convergeixen satisfactoriament
i que el meétode de la barrera logaritmica convergeix amb més rapidesa que el
metode del gradient. No obstant, el metode de la barrera logaritmica requereix
aplicar el metode de Newton i aquest no és implementable de manera distribuida,
a diferencia del métode del gradient, que no requereix d’'un coordinador central i
permet que cada node pugui calcular el flux injectat optim de manera local.
Addicionalment, a cada iteraci6, el metode del gradient realitza un nombre
d’operacions molt menor que el métode de la barrera logaritmica, per la qual cosa
requereix menys capacitat computacional.

En el capitol 5 hem estudiat el problema d’enrutament amb minim retard, on el
flux injectat ve fixat i només hem d’optimitzar I'enrutament minimitzant una funcié
de cost que depén del vector de trafic existent a cada enllag (i I'optimitzacio6 de la
qual suposa obtenir un retard minim).

Mitjancant aquest problema hem pogut comprovar que el resultat d’aplicar el
meétode del subgradient, per tal de minimitzar el trafic sobrant a cada node, és
satisfactori. L’algorisme convergeix satisfactoriament i compleix la llei de
conservacié de flux amb una precisié6 molt elevada (en un nombre relativament
curt d’iteracions). A més, s’ha pogut establir una interessant analogia entre el
model de xarxa utilitzat i un circuit eléctric, on el vector de preus calculat pel
metode del subgradient es pot interpretar com el potencial (voltatge) a cada node,
i el trafic que circula per un enllag com el corrent d’'una branca del circuit eléctric.
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En el capitol 6 hem estudiat el problema conjunt d’enrutament i control de flux per
una sola destinacié, proposant I'aplicaci6 de dos metodes per resoldre la part
interna del problema: el métode del subgradient i el métode de Newton amb inici
no factible.

La conclusié que podem extreure de la simulacié de I’ exemple numeéric de I'apartat
6.8 és que els dos meétodes proposats convergeixen satisfactoriament,
proporcionant els valors optims x* i s* que ens permetran optimitzar de manera
conjunta I'enrutament i el control de flux en models de xarxa d'una sola destinaci6
(single commodity flow model). A ’haver-hi dualitat forta, trobant els valors optims
dels multiplicadors de Lagrange p* i v¥*, s’han aconseguit uns valors optims de x*,
s*it*

D’acord amb les figures 6.7 a 6.10, és facilment visible que el metode de Newton
amb inici no factible té una major rapidesa de convergencia que el métode del
subgradient. No obstant, el métode de Newton amb inici no factible té un gran
inconvenient: requereix que cada node conegui (la segona derivada de) la funcid
d’utilitat dels altres nodes, la qual cosa el fa poc practic de cara a implementar-lo a
la realitat. En aquest sentit, el fet d’aplicar el metode de descomposicié dual en el
problema intern de l'algorisme A (juntament amb el metode del subgradient),
canvia 'estructura del problema de tal manera que cada node només ha de tenir la
informacié dels nodes proxims, per tal de poder decidir quin trafic enrutara per
cada enllag i saber quin flux maximitzara la seva funci6 d’utilitat, respectant la llei
de conservaci6 de flux.

D’aquesta manera el problema conjunt d’enrutament i control de flux per una sola
destinacié pot ser resolt de manera distribuida, i és per tant facilment
implementable, amb un algorisme que combini el metode descomposici6 dual i el
metode del subgradient.

En conclusio, pel problema conjunt d’enrutament i control de flux per una sola
destinaci6 existira un compromis entre implementabilitat i eficiencia (considerant
els dos algorismes proposats).

En el capitol 7 d’aquest document s’ha estudiat el problema conjunt d’enrutament i
control de flux per multiples destinacions presentant un algorisme que utilitza el
metode del subgradient per resoldre paral-lelament el problema intern i extern. A
partir de la formulaci6 realitzada a I'aplicar el meétode de descomposicié dual hem
vist que el problema és facilment implementable en un algorisme si explotem la
seva estructura separable en destinacions.

Mitjangcant I'exemple numeric de I'apartat 7.7, hem pogut veure que l'algorisme
convergeix satisfactoriament, proporcionant els valors optims x* i s* per cada
destinaci6. Novament, s’ha pogut veure que a l'optimizar la funcié objectiu dual
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(formulada aplicant el metode de descomposicié dual) en el problema extern i
intern, també s’optimitza la funcié d’'utilitat principal del problema. Per tant, hem
pogut comprovar que a I'haver-hi dualitat forta, pels valors optims dels
multiplicadors de Lagrange p* i v¥*, s’han aconseguit els valors optims de x*, s* i t¥,
per cada destinacid.

S’ha estudiat la rapidesa de convergéncia de I'algorisme per diverses mides de pas,
comprovant com influeix la tria d’aquest parametre en les prestacions de
I'algorisme. Una mida de pas suficientment elevat ens actualitzara els vectors de
preus més bruscament i convergira més rapid.

S’ha analitzat exhaustivament el mecanisme d’assignaci6 de preus que proporciona
el metode del subgradient, mitjancant el qual els nodes decideixen quant flux
poden enrutar per cada enllac sortint, en funcié d’'un preu assignat que depen de la
demanda de tots els nodes i de la capacitat disponible a cada enlla¢ (problema
extern). També s’ha estudiat el resultat d’aplicar el metode del subgradient al
problema de repartiment de trafic sobrant a cada node (problema intern). En
aquest sentit hem vist com el metode del subgradient anava reduint, de manera
iterativa la capacitat disponible d’injecci6 de flux de cada node tot respectant la llei
de conservacié de flux, amb uns nivells de precisié molt elevats.

També s’ha vist que el meétode del subgradient permet imposar que es pugui
transmetre en un cert sentit de cada enllag, i és per aquest motiu que aquest
metode es pot utilitzar en el cas de multiples destinacions (cosa que no succeeix
amb el métode de Newton). Per tant una possible extensié d’aquest treball seria
estudiar si és viable realitzar alguna modificacié per tal d’emprar el métode de
Newton en la resoluci6 del problema conjunt per multiples destinacions.

Una altra possible extensié d’aquest estudi seria incloure a la formulaci6 del
problema principal, 'optimitzacié de variables de la capa de comunicacions, com
per exemple la capacitat dels enllacos, de manera que aquesta fos dinamica
(problema formulat a [11]) tot aplicant el mateix algorisme. També seria
interessant incloure dins la formulaci6é del problema I'optimitzacié de la qualitat
de servei (QoS), que és ignorada en aquest estudi i pot ser molt important en les
xarxes hibrides satel-lit-terrestre.

En conclusié, s’ha construit un algorisme capag¢ d’assignar la capacitat sobrant de
cada enllag (metode del subgradient en el problema extern) i assignar el flux
sortint disponible en cada node (metode del subgradient en el problema intern),
que pot ser implementat de manera distribuida, és a dir, sense necessitat d'un
coordinador central.
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Les xarxes hibrides satel-lit-terrestre ofereixen connectivitat a zones remotes i aillades, permetent
resoldre nombrosos problemes de comunicacions. No obstant, presenten diversos reptes, ja que
realitzen la comunicaci6 per un canal mobil terrestre i un canal satél-lit contigu. Un d’aquests reptes
és trobar mecanismes per realitzar eficientment 'enrutament i el control de flux, de manera
conjunta.

L’objectiu d’aquest projecte és simular i estudiar algorismes existents que resolguin aquests
problemes, aixi com proposar-ne de nous, mitjancant diverses técniques d’optimitzaci6 convexa.

A partir de les simulacions realitzades en aquest estudi, s’han analitzat ampliament els diversos
problemes d’enrutament i control de flux, i s’han avaluat els resultats obtinguts i les prestacions
dels algorismes emprats.

En concret, s’han implementat de manera satisfactoria algorismes basats en el meétode de
descomposici6é dual, el métode del subgradient, el métode de Newton i el metode de la barrera
logaritmica, entre d’altres, per tal de resoldre els problemes d’enrutament i control de flux
plantejats.

Las redes hibridas satélite-terrestre ofrecen conectividad a zonas remotas y aisladas, permitiendo
resolver numerosos problemas de comunicaciones. Sin embargo, presentan varios desafios, ya que
realizan la comunicacién por un canal mévil terrestre y un canal satélite contiguo. Uno de estos
desafios es encontrar mecanismos para realizar eficientemente el enrutamiento y el control de
flujo, de forma conjunta.

El objetivo de este proyecto es simular y estudiar algoritmos existentes que resuelvan estos
problemas y, en la medida de lo posible, proponer algin algoritmo nuevo, mediante técnicas de
optimizacién convexa.

A partir de las simulaciones realizadas en este estudio, se han analizado exhaustivamente los
distintos problemas de enrutamiento y control de flujo, y se han evaluado los resultados obtenidos
y las prestaciones de los algoritmos sometidos a prueba.

En concreto, se han implementado satisfactoriamente algoritmos basados en el método de
descomposicidn dual, el método del subgradiente, el método de Newton y el método de la barrera
logaritmica, entre otros, para resolver los problemas de enrutamiento y control de flujo planteados.

Hybrid satellite-terrestrial networks provide connectivity to remote and isolated areas, solving
many communication problems. However, they present several challenges, given that the
communication is done through a terrestrial mobile channel and a contiguous satellite channel with
very different characteristics. One of these challenges consists in finding a mechanism to efficiently
and jointly perform routing and flow control.

The aim of this project is to simulate and study existing algorithms that solve these problems, and if
possible, propose a new algorithm, by means of convex optimization techniques.

From the performed simulations, routing and flow control problems have been widely studied in
depth, evaluating both the obtained results and the performance of the implemented algorithms.

In order to solve these routing and flow control problems, algorithms based in dual decomposition
method, subgradient method, Newton method and logarithmic barrier method have been
successfully implemented.



