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Resumen

A partir de la relacion que existe entre el valoopo de la matriz de coeficientes
técnicos y la tasa de crecimiento en un modelo Isirdp Leontief, se propone una
medida de la sensibilidad de los coeficientes deadmatriz. Ello permite determinar la
importancia del impacto de los cambios en los riis$i coeficientes sobre la tasa de
crecimiento de la produccion del sistema. Asi misseopropone una extension de este
planteamiento al estudio del crecimiento de otrasiables vinculadas con la

produccion.

Palabras clave Crecimiento, Modelo input-output, sensibilidad eficientes,
elasticidades.

1. Introduccion

Es de sobra conocida la relacion entre el valopipranaximo de la matriz de
coeficientes técnicos, en el modelo de Leontiegl yrado de eficiencia del sistema
productivo que representa. De tal manera que cuargonor es el valor propio
dominante, de la mencionada matriz, tanto mas ptoaues el sistema. Esto es, mayor
la capacidad de generar un excedente que permitaeeimiento y expansion del
mismo. Por otro lado, como veremos, existe unagkacion entre dicho valor propio

y la tasa de crecimiento del sistema econémico.

Conocido lo anterior, no es extrafio que a partirtiddajo de Sherman y Morrison
(1950), en el que se analizaba la relacion ensectieficientes de la inversa de una
matriz y los cambios operados en la matriz origanalnecesidad de volver a calcular la

inversa, se desarrollaran una serie de trabajosclemarco del analisis input.



Aplicaciones encaminadas a calibrar el efecto deamnbio en los coeficientes técnicos
en los elementos de la inversa de Leontief. A pdéeii trabajo quizas pionero de Evans
(1954), han sido muchas las aplicaciones orientaas determinaciéon de los

“coeficientes importantes” de una matiz tecnoléyica

En las paginas que siguen proponemos un planteamieetodoldgico alternativo, o
quizés tendriamos que decir complementario, paem&isis de la sensibilidad de los
coeficientes técnicos en el modelo de Leontief, gjna de base a la determinaciéon de
los coeficientes importantes en algin respectmdibdo se asienta en la relacion entre
los coeficientes técnicos en tanto que elementasdenatriz y el valor propio maximo
de dicha matriz, considerando la importancia déalicalor para el crecimiento del
sistema. En este sentido, estamos interesados papel que juegan los distintos
coeficientes, en el marco de la estructura prodactdesde la perspectiva de la

expansion de la produccion.

Por otro lado, existe una estrecha relacion erdee niveles de produccion y la
dimensién de otras variables vinculadas a la pridoca través del entramado
productivo. Desde este punto de vista, convendrdavérascendencia que tienen las
distintas transacciones en el marco del sistemduptivo en relacién con la probable

expansiéon o contraccion del volumen de las mismas.

En la exposicidn que sigue mostraremos en pringarjwapartado 2, la relacion entre la
matriz de coeficientes técnicos y la tasa de criecita del sistema en un modelo simple
de Leontief. A continuacion, apartado 3, se muedtaroceso de calculo de la matriz
de sensibilidad de los coeficientes y su interpiéta Y, en el apartado 4, se propone

una extension del anterior analisis a otras vagbistintas de la produccion.

! Una revision interesante sobre este tema se emaw@nTarancén Moran, M.A. et al. (2008)



2. Crecimiento equilibrado en un modelo simple de ¢éontief

Nuestro punto de partida es el bien conocido modbeierto de Leontief. En el cual se

parte de la siguiente expresion:
X=AX+y (0.2)

en la quex es un vector columna cuyos elementos muestramoldupcion de los
sectores 0 ramas productivas que constituyen laoacia objeto de analisis. El vector
columnay expresa el excedente productivo de hosectores, y que constituyen la
demanda final de la economia.es una matrin x n cuyo elemento caracteristieg
expresa las unidades de produccion del sdctdilizadas en la produccion de una
unidad del sectoj. Es, pues, una matriz que muestra la tecnologiasideema
productivo en cuestion. Por tantAx es el vector de la producciéon utilizada como
inputs intermedios. Obviamente, la solucion detesm (1.1) si los coeficientes

técnicos de la matri& permanecen invariables es entonces:

x=(-A)"y (0.2)

donde (- A)* es la inversa de Leontief.

A partir de la expresion (1.1) es posible disefiarmodelo simple de crecimiento

equilibrado y establecer las condiciones en queoditecimiento es posible

En la expresion (1.1) el output total se consumeglemismo periodo, en forma de
inputs intermedios y demandas finales. Sin embargmo sefiala Nikaido (1978; 134),
"en general, el consumo viene detras de la prodntcUn retraso temporal que hace
gue la produccion se realice en un momenta@l consumo en el momenta 1. Y la

expresion (1.1) puede volver a escribirse comoesigu
Xt = Axt+l +yt+1 (03)

Si la economia se expande a una tasa unifarer@onces,

? Para un modelo de crecimiento simple en el martard#isis input-output se puede ver, entre otros,
Nikaido, H. (1978), Takayama, A. (1985); y en undelo Leontief-Sraffa, Pasinetti, L. (1975)



@A+a)x, =X ¢u

(1+0)Y, = ¥ oy ©4)
y podemos escribir:
X, = ([1+a)(Ax, +y,) (0.5)
De donde, haciendo= 1/(1+a), escribimos:
(ol -AX, =y, (0.6)
gue es una relacion entre la producciéon y la demdedtro del mismo periodo.
La Unica condicidon para guxetenga una solucion no negativa para 0 es que
p=—1 5 (A) 0.7)
1+a
En la expresion anteri@ray, €s el valor propio maximo de la matAz
Si hacemoy = 0, podemos escribir:
AX =A X (0.8)

No es dificil deducir que la tasa maxima de creento del sistemaymsx vendra dada

por la relacion:

max

1
a.. =—-1 0.9
Améx ( )

Existe, pues, una relacidon inversa entre la tasamaéade crecimiento del sistema vy el
radio espectral de la matriz de coeficientes t@midNaturalmente, el valor propio
méximo de la matriA depende de sus elementos, los coeficientes té&criti@lquier
pequefia variacion en uno de esos coeficientes pacaina variacion en general de los
valores propios de la matriz y, en particularsderalor propio maximo, afectando asi a
la tasa de crecimiento del sistema. El impactaadetiacion de un coeficiente sobre el

valor propio maximo deA y, por tanto, en la tasa de crecimiento maximolale



produccion del sistema, dependera de la posici@elypapel que dicho coeficiente
juegue en la estructura productiva de dicho siste@Bviamente, como se sefiala en
Dietzenbacher, E. (1992), existe una correspondeteniendo en cuenta el teorema de
Perron-Frobenius, entre el valor propio dominargelad matriz y las ligazones hacia
delante forward linkage$ y hacia atrasb@ckward linkages Como el mismo autor
sefiala: "un incremento (decrecimiento) en algimetg¢oa; de A induce un aumento
(disminucion) en el valor propio dominarité Lo que tiene una relacion evidente con

las variaciones que experimentaran los mencioniauaeges

Dado quea es la tasa de expansion uniforme del sistemajtnoupsoblema es: ¢ qué

importancia tienen cada uno de los coeficientea pbcrecimiento? Lo que nos interesa
mostrar es la sensibilidad dleante un pequefio cambio de un coeficiente cuakyde

la matrizA. Es decir, podemos realizar un analisis de sditsilique nos muestre la

importancia de cada coeficiente en relacién cortretimiento del sistema. En el

siguiente apartado proponemos una técnica analca enfrentar el mencionado

analisis de sensibilidad.

3. Crecimiento y cambio en la estructura productiva

En principio consideraremos que nuestro interéxesdra en el incremento de la
produccion. Mas adelante veremos que la aplicapidede extenderse a cualquier
variable relacionada con la estructura de la pradac empleo, consumo energético,

valor anadido, etc.

Seanqyz, respectivamente, los vectores propios izquierdengcho asociadoShaax

Entonces, haciendp =A_. , podemos escribir:

max?
Az =nz (1.2)
y en relacion con el auto-vector izquierdo:

qA=nq’ (1.2)

La diferencial total de (2.1) conduce a

% El papel relevante que juega la perturbaciéradedtriz input-output en la raiz de Perron-Frobegiu
el vector de Perron tiene un amplio desarrollo &tZénbacher, E. (1988).



Az+Az=nz+nz (1.3)

Multiplicando ambos miembros de (2.3) por el autctor izquierday, tendriamos:
qAz+qAz=qnz+qnz (1.4)

Notese que los dos segundos términos en ambas garta igualdad son iguales, y por

tanto,
qAz=q'nz (1.5)
De donde,
. g'Az
p=322 (1.6)
qz

La expresion (2.6) nos proporciona la variacioneexpentada por el valor propio

dominante y la tasa de crecimiento atendiendoexpaesion (1.9), ante una variacion
de los coeficientes técnicos. Asi pues, disponepumrsla relacion (1.9), de una medida
de la importancia de cada coeficiente atendieniZoraagnitud de su impacto sobre el

crecimiento del sistema.

Evidentemente, si solo un coeficiente técnico vdaisgensibilidad de un coeficiergg

no es sino la derivada parcial dgxrespecto a;. Esto es,

_0n _4%

: da, 'z
La obtencion, ahora, de la matriz de sensibilegdna tarea sencilla:
S=— g2 (18)

qz

La matrizS ha sido con frecuencia utilizada en Biologia eandlisis de poblacionés

* A este respecto puede verse, Caswell, H. (20@Bsyvell, H., Trevisan, M.C., (1994), entre
otros muchos trabajos.



La matriz de sensibilidad presenta, no obstantepreblema de la no
estandarizacion de sus elementos, lo cual plahte@i@lema de la comparabilidad. En
efecto, desde una perspectiva comparada, en té&rabsolutos los resultados pueden
inducir a una valoracion errénea de la importamigaos distintos coeficientes. El
problema es de facil solucién, para ello basta edimda matriz de sensibilidad en una
matriz de elasticidades. La elasticidad nos medadano es bien sabido, el cambio

proporcional experimentado pdf,., frente a un cambio proporcional de un coeficiente

cualquiera. Esto es

. _& on (1.9)
"o aaij

El calculo de la matriz de elasticidades es ahurediato:

E=1s.A (1.10)

n

en la que> expresa el producto de Hadamard.

Es evidente que una propiedad relevante de lazragrelasticidades es que la suma de

las mismas es igual a uno.
Zgij =1 (1.11)
ij

El analisis propuesto puede extenderse a la imastin de la relacidén existente entre la
estructura productiva y otras variables distintaa goroduccion pero en estrecha
relacion con la mencionada estructura. Tal es & d&l empleo, la contaminacion, la

renta, etc. Abordaremos esta cuestion en el apasigdiente.
4. Extension del analisis

Seaf; la cantidad de empleo, energia, valor afladidaiacanacion, etc.... necesaria o
generada por unidad de produccién del sectéilamemod al vector columnan(x 1),
suponiendo que la economia se compone éectores productivos, cuyo elemento
caracteristico e Podemos operar entonces la siguiente transfoémae semejanza:

F=fAf (3.1)



A muestra la expresion de un vector como matrigatial.

El elemento caracteristicfy de la matrizF expresa ahora, pongamos por caso, la
cantidad de energia consumida por el seéqgtor cada unidad de energia consumida por
el sectorj en el proceso de obtencidbn de una unidad de p@du® mismo
interpretariamos en caso del empleo u otra var@méuiera vinculada a la produccién
dej.

Es bien sabido que las matricksy F son semejantes y, por tanto, sus valores propios

son iguales. Esto 4, (A)=1,.(F)=7.

Sillamamosq' ' y z' a los auto-vectores asociados al auto-valor maximel caso de
la matrizF, tendriamos:

(3.2)

Esta nueva matriz de sensibilidad nos proporcidngraao de importancia de cada
coeficiente de la estructura de la produccion retspde la variablé

Podemos obtener la nueva matriz de elasticidades&s que escribir

E'=1s or=1g .ttt (3.3)
n n

5. Conclusiones

En las paginas anteriores hemos obtenido una waorao importancia de los
coeficientes técnicos de una matriz input-outputedacion con la produccién de bienes
y servicios de un determinado sistema econémiced®en punto de vista alternativo,
0 si se quiere complementario, hemos planteado medida que determina la
importancia de los coeficientes tecnoldgicos catependencia de la estructura de la
demanda final en un momento dado. Valoracion quewa el auto-valor maximo o
dominante de la matriz de coeficientes técnicos,eksupuesto de una senda de
crecimiento estable de la economia, con la tasaret@miento del sistema econdmico
en cuestion.

Utilizando las propiedades de las matrices semegaheémos extendido el analisis a
otras variables como pueden ser, el empleo, el uooosde electricidad, la
contaminacion, la renta y un largo etcétera.

Pensamos que la propuesta no es un ejercicio baladiemos que permite servir de
base a desarrollos mas sofisticados.
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